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RESUMO GERAL

LEOPOLDINO, Andressa Paula Costa. Estudos de Equações de Condução de Ca-
lor Não Fourier via Derivadas Deformadas. 2019. 104f. Dissertação (Mestrado em
Modelagem Matemática e Computacional, Interdisciplinar). Instituto de Ciências Exatas,
Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2019.

A natureza é cercada de fenômenos irregulares, com comportamentos anômalos e alto
nível de complexidade. Em alguns casos a geometria euclidiana, não consegue ser pre-
cisa na descrição destes eventos. Um exemplo onde este problema pode acontecer é em
processos de condução de calor. Muitos resultados são obtidos ignorando algumas carac-
terísticas dos problemas como: as rugosidades, as �ssuras, corrosão, geometria irregular
ou até mesmo fractal das superfícies envolvidas. Isto pode ocasionar a perda de precisão
da solução. Contudo, com uso de derivadas deformadas, é possível embutir nas equações
que modelam o fenômeno as peculiaridades de diversas estruturas fractais. Resultando
assim em uma descrição mais aproximada dos modelos reais. Neste estudo, foram tra-
balhados dois modelos de condução de calor. O modelo clássico proposto por Fourier,
que mesmo com algumas inconsistências ainda é muito e�ciente e utilizado, e o modelo
de Cattaneo-Vernotte, também conhecido como modelo não Fourier, que surgiu para me-
lhorar as falhas no modelo anterior. Neste trabalho, ambos foram resolvidos de maneira
analítica, por meio de métodos diferentes. O objetivo disto, é que ao transformar a de-
rivada inteira em uma derivada deformada, nas equações diferenciais, é possível mostrar
que os métodos de solução continuam sendo úteis para esses novos problemas, que agora
conseguem considerar irregularidades antes ignoradas. As soluções foram também vali-
dadas, essas soluções analíticas por meio de uma breve comparação numérica, usando o
conhecido método de diferenças �nitas. Neste trabalho, foi apresentado também, por meio
do cálculo variacional, maneiras de obter as equações de condução de calor aqui aborda-
das. Foram propostas algumas Lagrangianas e densidades Lagrangianas, que ao serem
aplicadas nas equações de Euler-Lagrange, resultaram tanto as equações de condução de
calor na sua forma inteira, quanto na forma deformada.

Palavras-chave: Condução de Calor, Derivadas Deformadas, Equação de Fourier, Equa-
ção de Cattaneo-Vernotte, Métodos Variacionais.



GENERAL ABSTRACT

LEOPOLDINO, Andressa Paula Costa. Studies of Non-Fourier Heat Conduction
Equations via Deformed Derivatives. 2019. 104p. Dissertation (Master in Mathe-
matical and Computational Modeling, Interdisciplinary). Instituto de Ciências Exatas,
Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2019.

Nature is surrounded by irregular phenomena, with anomalous behavior and a high level
of complexity. In some cases Euclidean geometry can not be precise in describing these
events. An example where this problem can occur is in heat conduction processes. Many
results are obtained by ignoring some characteristics of problems such as: roughness,
cracking, corrosion, uneven geometry or even fractal of the surfaces involved, this can
lead to loss of precision of the solution. However, with the use of deformed derivatives,
it is possible to embed in the equations that model the phenomenon the peculiarities of
several fractal structures. This results in a closer description of the actual models. In
this study, were worked two models of heat conduction. The classic model proposed by
Fourier, which even with some inconsistencies is still very e�cient and used, and the
Cattaneo-Vernotte model, also known as non-Fourier model, that appeared to improve
the failures in the previous model. In this work, both were solved analytically, by means
of di�erent methods. The purpose of this is that by transforming the entire derivative into
a deformed derivative in the di�erential equations we can show that the solution methods
continue to be useful for these new problems, which are now able to consider previously
ignored irregularities. The solutions were also validated, these analytical solutions by
means of a brief numerical comparison using the known �nite di�erence method. In this
work, was also presented, through the variational calculation, ways to obtain the heat
conduction equations discussed here. Were proposed some Lagrangian and Lagrangian
densities that, when applied in the Euler-Lagrange equations, resulted both the heat
conduction equations in their entire form and in the deformed form.

Keywords:Heat Conduction, Deformed Derivatives, Fourier Equation, Cattaneo-Vernotte
Equation, Variational Methods .
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1 INTRODUÇÃO GERAL

1.1 Introdução

Os problemas de Transferência de calor são importantes e diversos ramos das ciên-
cias, e podem ser observados em diferentes aspectos. Dentre os múltiplos casos encontra-se
a necessidade desses estudos nas engenharias, principalmente na mecânica, em processos
de otimização, em tratamentos médicos, no processo de metabolismo celular, ou até mesmo
nas trocas de calor em tecidos biológicos.

O fenômeno de transferência de calor é ubíquo em processos industriais, biológicos
e da natureza. O conhecimento aprofundado dos processos de troca de calor pode fornecer
uma melhor compreensão da dinâmica de troca energética, podendo levar a novas técnicas
de aplicação e análise.

A dinâmica de condução de calor é descrita, em um modelo mais fundamental,
pela lei de Fourier. De acordo com Schwaezwälder [SCHWARZWÄLDER, 2015] esta lei
a�rma que o �uxo do calor é proporcional ao gradiente de temperatura. Com base no que
a�rma Pifer [PIFER, 2015], no século XVIII, o matemático e físico francês Jean-Batiste
Joseph Fourier, iniciou seus estudos sobre condução de calor. No primeiro momento,
Fourier considerou a troca de calor em um modelo de corpo composto por n corpos
discretos. Porém, essa abordagem não o permitiu obter a equação de condução de calor.
Ao descobrir os trabalhos de Jean Baptiste Biot sobre o assunto, em 1804, Fourier retomou
seus estudos [BIOT, 1804].

Em 1807, Fourier apresentou um trabalho cujo título é "Mémoire sur la propagation
de la chaleur" [FOURIER, 1808], que tratava sobre a propagação térmica. Nele, Fourier
ignorou a natureza do calor e deu foco às aplicações do cálculo nos problemas físicos.
Este trabalho só foi publicado em 1822 e recebeu o título de "Theorie analytique de la
chaleur" [FOURIER, 1878]. Com uma fundamentação na lei de Newton do resfriamento
e combinada com a lei de conservação de energia, foi formulada a Equação de Condução
de Calor Clássica (ECCC), através do uso de Equações Diferenciais Parciais (EDP). Sua
solução foi encontrada por meio do uso de séries trigonométricas [PIFER, 2015].

Essa ECCC, também chamada de segunda lei de Fourier por Marín [MARÍN;
MARÍN, 2011], é parabólica em termos do campo de temperatura. Apesar de levar a
resultados satisfatórios na maioria dos problemas de engenharia, como Fourier não consi-
derou as hipóteses relacionadas com a natureza do calor, ela apresenta uma inconsistência.
Essa equação prevê uma velocidade in�nita de propagação de calor, o que signi�ca que
qualquer perturbação inicial, em qualquer ponto do meio, seria sentida instantaneamente
em todo o corpo. Por isso, um modelo realista deveria levar em conta uma velocidade
�nita de propagação dessa energia.

Com a evolução da tecnologia, nota-se que esta equação clássica de condução não
é mais tão adequada. Alguns estudos [MARÍN; MARÍN, 2011; DE ARAUJO, 1982;
LEBON et al., 1997; ZHUKOVSKY, 2017], entre outros, vêm relatando situações onde
essas inconsistências inviabilizam o uso da equação clássica. Dias [DIAS, 2011] enumera
algumas destas situações. Seus exemplos tratam de problemas relacionados a curtos
intervalos de tempo, quando o gradiente de temperatura é muito elevado ou até mesmo
em temperaturas bem próximas de zero. Em todas as situações estudadas pelo autor, a
lei de Fourier não descreveu bem a dinâmica de propagação do �uxo térmico.

Em outro estudo, feito por Schwarzwälder [SCHWARZWÄLDER, 2015], essas cir-



cunstâncias em que a lei não descreve a dinâmica perfeitamente, são frequentemente
encontradas em: procedimentos com laser, aquecimento de camadas ultra�nas e experi-
mentos que envolvem transferência de calor em sólidos, com uso de moléculas.

O interesse na condução de calor não Fourier aumentou, ainda mais, devido sua
aplicabilidade em transporte de calor em micro-escala. Os autores Tamma e Zhou [TAMMA;
ZHOU, 1998], publicaram um trabalho sobre o modelo de Fourier. considerando que o
mesmo não prever a velocidade de propagação de calor no meio como um estado transi-
tório.

Por esse motivo, vários modelos alternativos têm sidos propostos, visando superar
as limitações da teoria clássica, pesquisando modelos com equações onde a velocidade da
onda de calor é �nita [DIAS, 2011]. Dentre esses modelos, o de Maxwell-Cattaneo, possui
uma equação descritiva conhecida como equação de Cattaneo-Vernotte [SCHWARZWÄL-
DER, 2015]. Nesse modelo é acrescentado um tempo de relaxação no �uxo de calor,
mudando a equação descritiva para uma forma de equação de onda atenuada. Um outro
modelo, que leva em conta as equações de Guyer-Krumhansl, apresenta efeitos não locais
como a viscosidade para o calor.

Nesse trabalho de dissertação foi feita o estudo de modelos de condução de ca-
lor, por meio da ótica de sistemas complexos; particularmente modelos com derivadas
deformadas.

Os autores C. Cattaneo [CATTANEO, 1958] e P. Vernotte [VERNOTTE, 1958]
desenvolveram, independentemente, o modelo de condução de calor não Fourier, para o
qual propuseram uma equação alternativa. A equação proposta leva em conta a equação
de Fourier, que é parabólica, mas acrescida de um termo adicional que a torna uma
equação hiperbólica [CHOI et al., 2016].

Foi utilizado como suporte ferramental o cálculo variacional e o cálculo com deriva-
das deformadas para propor Lagrangianas. Uma delas conduz à forma inteira da equação,
enquanto a outra à uma equação deformada ou mesmo a uma equação não linear.

De acordo com as refs. [WEBERSZPIL; LAZO; HELAYËL-NETO, 2015; KHA-
LIL et al., 2014; WEBERSZPIL, 2013], um dos motivos para a utilização de derivadas
fracionárias ou mesmo deformadas vem do fato de representarem, de maneira mais ade-
quada e mais próxima do mundo real, a dinâmica de Sistemas Complexos (SC). Isto indica
um formalismo promissor, visto que a maioria dos sistemas reais da natureza possui uma
grande complexidade.

Os SC são sistemas onde existem elevados números de membros, elementos ou
agentes, que estão interatuando tanto uns com os outros, quanto com o meio ambiente.
Essas interações por vezes têm a capacidade de criar novas estruturas espaciais, temporais
ou funcionais [WEBERSZPIL, 2013].

Um exemplo comum de SC é o cérebro humano, formado por uma complicada rede
de neurônios. Para compreender o funcionamento deste e de outros SC é fundamental
não decompor este sistema em termos constituintes, mas sim entender a dinâmica e os
processos como um todo. Alguns modelos, têm sua complexidade relacionada com a
memória de longo prazo das interações de longo alcance, com efeitos não locais.

Weberszpil [WEBERSZPIL, 2013] interpreta o efeito de memória como aquele
em que um evento em dado instante depende de todo o intervalo temporal de eventos
anteriores, e não apenas do evento adjacente. Já a não localidade é interpretada, na
mesma referência, de modo que eventos em uma dada coordenada dependem de todo um
intervalo de posições anteriores, de maneira semelhante ao efeito de memória só que agora
dependente da posição espacial.
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As Derivadas Deformadas (DD) são operadores locais. No entanto, seguindo a
argumentação de que a descrição de SC requer novas abordagens e paradigmas, as DD
são baseadas na derivada usual do cálculo inteiro, porém com alguma deformação. Os
artigos das referências [WEBERSZPIL; LAZO; HELAYËL-NETO, 2015; KHALIL et al.,
2014; KATUGAMPOLA, 2014], entre outros, explicitam alguns exemplos dessas derivadas
deformadas.

A utilização das DD, assim como do Cálculo Fracionário, está em franca amplia-
ção em diferentes áreas, como engenharias, biomedicina, modelos de condução de calor,
processamento de imagens e sinal e até mesmo pode ser alvo de estudos em ciências hu-
manas e econômicas. Zhou et al. [ZHOU; YANG; ZHANG, 2018], pesquisaram o uso de
um modelo DD conformável, inicialmente proposto por Khalil [KHALIL et al., 2014], em
estudos de difusão anômala. Como resultado, os autores concluíram que tais modelos são
mais adequados aos ajustes de dados experimentais apresentados.

Podem ser encontrados na literatura diversos trabalhos que utilizam DD, para
obter equações conhecidas. Como é o caso do trabalho apresentado por Weberszpil e
Chen [WEBERSZPIL; CHEN, 2017], onde os autores utilizam um modelo de derivada
métrica com um mapeamento para um espaço fractal contínuo. E assim, desenvolvem as
relações termodinâmicas generalizadas de Maxwell, onde consideram sistemas complexos
em que as quantidades termodinâmicas são expressas por derivadas métricas parciais.

Em outro trabalho [XU et al., 2017], pode-se observar a aplicação de uma deri-
vada estrutural espacial, para construir um modelo de difusão ultra-lento. Esse tipo de
pesquisa, tem se mostrado cada vez mais atrativa em diversos campos, como no estudo
de materiais poliméricos, na biomecânica, na engenharia biomédica, entre outros.

Pode-se ver outro exemplo de aplicação da derivada estrutural, com uma escala
q-derivada, no trabalho apresentado por Weberszpil e Sotolongo-Costa [WEBERSZPIL;
SOTOLONGO-COSTA, 2017]. Os autores propuseram uma equação diferencial defor-
mada que modela a morte de células quando expostas a radiação, em tratamentos tu-
morais. O trabalho realizado fornece ainda expressões para os fatores de sobrevivência
celular, que dependem da complexa estrutura do tumor.

Na natureza e em processos de dissipação de energia existe alguns fenômenos irre-
gulares, que não consegue-se descrever com precisão através da geometria Euclidiana. As
derivadas deformadas propõem uma descrição matemática do contínuo, porém que em-
butem em suas equações as peculiaridades de estruturas fractais [WEBERSZPIL; LAZO;
HELAYËL-NETO, 2015].

A partir dessa abordagem é possível entender o comportamento, por exemplo, do
per�l de temperatura em um processo de condução de calor, levando em conta a rugosidade
das superfícies envolvidas. A �nalidade é incluir analiticamente nas equações os padrões
irregulares, o que acaba ocasionando descrições mais realistas nos modelos presentes no
cotidiano.

Com base nos conceitos como complexidade, granulosidade e dimensões não intei-
ras ou fractais, pode-se justi�car o uso de derivadas deformadas para resolver os modelos
propostos, percebendo que os modelos de ordem inteira possuem limitações de origens
diversas. Um dos objetivos deste trabalho é o de investigar sistemas que possuem com-
portamentos anômalos. Este trabalho sugere que o uso de derivadas deformadas, pode ser
adequado para descrever a dinâmica de sistemas complexos, porém sem explicitar todos
os termos ou variáveis diretamente no modelo matemático.

O estudo de sistemas dinâmicos descritos por equações diferenciais com DD tem
atraído a atenção de pesquisadores, o que pode ser constatado pelos diversos traba-
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lhos cientí�cos publicados recentemente, entre estes destacam-se [WEBERSZPIL; LAZO;
HELAYËL-NETO, 2015; KHALIL et al., 2014; WEBERSZPIL; HELAYËL-NETO, 2016].

1.2 Justi�cativa

O estudo de modelos de condução de calor não Fourier, tal como o que leva em
conta a equação de Cattaneo-Vernotte, se justi�ca dentro do contexto de sistemas comple-
xos, tais como sólidos heterogêneos. A equação clássica de condução de calor, a de Fourier,
indica uma inconsistência de velocidade in�nita de propagação do calor. Estudos a�rmam
que a equação clássica pode não ser um bom modelo para muitos problemas, pelas consi-
derações anteriores [SCHWARZWÄLDER, 2015; MARÍN; MARÍN, 2011; LEBON et al.,
1997; ZHUKOVSKY, 2017; DIAS, 2011; CHOI et al., 2016].

Diferentemente da abordagem da mecânica estatística, nesse estudo é adotado um
paradigma que faz um mapeamento de um espaço descontínuo, tornando-o contínuo, mas
com uma métrica que pode ser fractal. Isto implica na modi�cação da álgebra, que nos
conduz de maneira natural à alterações nas derivadas [WEBERSZPIL; HELAYËL-NETO,
2016].

Com base no trabalho de Weberszpil et al. [WEBERSZPIL; LAZO; HELAYËL-
NETO, 2015], sabe-se que com o surgimento desta nova álgebra, abrem-se caminhos para
a construção de teorias não-lineares, onde se considera as interações de longo alcance das
partículas presentes no sistema. Sendo possível a substituição de uma equação deformada
por uma não linear de ordem fracionária, em fenômenos que descrevem a dinâmica de SC
e fractais.

Particularmente, o estudo de modelos de condução de calor com o uso de DD
abre a possibilidade de descrever a dinâmica de transferência de energia térmica em SC.
Além da ciência básica, aplicações potenciais podem ser pensadas, como por exemplo
em estudos de propagação de calor em solos irrigados, análise termográ�ca de condutos
corroídos que são usados no transporte de gás e petróleo, sistemas termoelásticos, dentre
outras possibilidades.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo Geral

Estudar como os efeitos da dimensionalidade, da complexidade das iterações e
da estrutura do meio in�uenciam na condução de calor, através de um mapeamento no
contínuo fractal e a consequente deformação das derivadas. Serão feitas comparações
entre essas soluções na forma inteira e na forma deformada, entre os modelos distintos e
também comparações numéricas e analíticas.

1.3.2 Objetivos Especí�cos

• Estudar modelos de condução de calor, através da equações de Fourier e da equação
de Cattaneo-Vernotte tanto na sua forma inteira quanto na deformada.

• Obter essas equações por meio do cálculo variacional, adequadamente modi�cado
para lidar com sistemas dissipativos.
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• Obter equações por diferentes métodos, tal como a expansão de Taylor inteira e
deformada, assim como por integração direta e mudança de núcleo de integração.

• Expor soluções analíticas e/ou numéricas para as equações.

• Veri�car se há diferença signi�cativa entre as soluções na forma inteira e deformada.

• Propor possíveis aplicações e veri�cações experimentais.
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2 TEORIA DE FOURIER PARA CONDUÇÃO DE CALOR

2.1 Energia Térmica

A energia térmica é a manifestação da energia liberada em forma de calor. De
acordo com Young e Freedman [YOUNG; FREEDMAN, 2008], o modelo microscópico da
matéria indica que um corpo está em constante movimento ou vibração. Este movimento
implica que os átomos têm uma certa energia cinética que recebe o nome de calor ou
energia térmica. A unidade de medida para energia térmica no Sistema Internacional (SI)
de unidades é o Joule (J).

2.2 Transferência de calor

A energia térmica pode ser transmitida de um corpo para o outro de acordo com as
leis da termodinâmica. Segundo Incropera [INCROPERA, 2008] a transferência de calor
é o trânsito desta energia devido a uma diferença de temperatura no meio. Sempre haverá
a transferência de calor quando houver um gradiente de temperatura em uma superfície
ou entre meios. Existem três modos de transferência de calor: condução, convecção e
radiação. Nesse trabalho será abordado apenas a transferência feita por meio de condução
de calor, pois o interesse é na condução em sólidos heterogêneos.

2.2.1 Condução

A transferência de calor por condução ocorre quando dois corpos com temperaturas
diferentes estão em contato físico entre si. Neste momento, as partículas mais energéticas
transferem a energia para as partículas menos energéticas, ou seja, a condução de energia
térmica se dá de uma região com a temperatura mais elevada para a região com menor
temperatura [DE ARAUJO, 1982].

Pelo fato dos átomos da região mais quente possuírem uma energia cinética média

maior do que a região mais fria, eles colidem entre si e desta maneira a energia cinética

é transferida em forma de calor [YOUNG; FREEDMAN, 2008]. Isto fará com que a

temperatura desta região que está recebendo a energia aumente gradativamente até que

ocorra o equilíbrio [DA BARBOSA, 2004].

A transferência de calor se dá em condutores sólidos através de difusão de elétrons

livres, que se movem quando um campo potencial é aplicado e contribuem para o trans-

porte de corrente elétrica e de calor, ou por vibrações de fônons, que são a quantidade de

vibrações da rede cristalina do sólido.

O calor é transferido por condução, a partir do momento em que átomos que estão

próximos uns dos outros vibram ocasionando uma vibração de rede, como em osciladores

harmônicos acoplados, ou quando os átomos perdem ou recebem elétrons. Como um

sólido tem suas medidas espaciais relativamente �xadas, consequentemente haverá uma

maior transferência de energia por condução entre os átomos.



É possível encontrar no cotidiano diversos exemplos de troca de calor por meio

de condução. Por exemplo, em uma xícara com algum líquido quente (café, chá,...) ao

utilizar uma colher de metal para mexer o conteúdo, a colher recebe calor do líquido,

aumentando assim sua temperatura; quando um quarto aquecido perde energia em um

dia de inverno ou mesmo ao anoitecer; quando uma panela fervendo água em um fogão,

por condução é aquecida pelo fogo fornecendo energia para água, elevando sua agitação

molecular e por consequência fazendo a temperatura subir; entre outros.

Como dito na seção 1, o matemático e físico francês, Jean-Baptiste Joseph Fourier,

nascido em meados do século XVIII, foi o responsável por introduzir um modelo mate-

mático adequado para o processo de transmissão de energia por condução em forma de

calor.

Considerando uma parede de seção reta, com duas faces paralelas e opostas não

isoladas e as demais isoladas termicamente [DE ARAUJO, 1982], Fourier veri�cou que o

�uxo de calor é diretamente proporcional ao gradiente de temperatura entre as faces da

parede e à sua área, e inversamente proporcional à espessura da parede.

Figura 2.1: Representação do �uxo de calor em uma parede. Fonte: Autor

Observando-se a �gura 2.1, nota-se que quanto maior a espessura, menos calor será

transmitido de uma face para a outra. E a medida que a área da superfície aumenta, a

transferência de calor também cresce. Tem-se então que:

∆Q

∆t
∝ A∆T

x
, (2.1)

onde, ∆Q
∆t

é o �uxo de calor transferido por condução; A é a área da secção reta da

parede; ∆T é a diferença de temperaturas das faces opostas da parede; x é a espessura

da parede.

Fourier em seus estudos notou a necessidade de acrescentar uma constante dife-

rente, referente a cada material que era trabalhado. Essa constante é denominada coe-

�ciente de condutividade térmica, e por meio dela é possível determinar se o material é

um bom condutor ou isolante térmico.

Fourier também optou por trabalhar com uma área elementar dA, com espessura

dx e diferença in�nitesimal de temperatura dT [VILAR, 2012]. Pelo fato do gradiente de

temperatura ser decrescente, foi necessário o uso de sinal negativo, para tornar o �uxo de
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calor positivo. Assim, obtém-se a lei de Fourier:

q =
dQ

dt
= −kdT

dx
, (2.2)

onde, de acordo com Incropera [INCROPERA, 2008], tem-se que:

• q = dQ
dt

é o �uxo térmico e representa a taxa de transferência de calor na direção x

por unidade de área perpendicular à direção da transferência. Este �uxo é propor-

cional a dT
dx

que é o gradiente de temperatura. Sua unidade de medida no sistema

internacional é W
m2 .

• k é um parâmetro que corresponde a condutividade térmica, medida característica

de cada material em questão. Sua unidade de medida no SI é W
mK

.

2.3 Equação de condução de calor

No estudo da condução de calor, um dos principais objetivos é conhecer a distribuição de

temperatura de acordo com as condições impostas nas fronteiras do corpo. Conhecendo

essa distribuição, é possível determinar através da lei de Fourier o �uxo de calor por

condução, em qualquer ponto do meio considerado.

Em um meio sólido, utiliza-se o estudo com campo de temperatura para veri�car a

integridade da estrutura, por meio da análise de expansões, tensões e de�exões térmicas.

Também é possível usar o conhecimento dessa distribuição de temperatura para otimizar,

em um material isolante, a sua espessura [INCROPERA, 2008].

Conforme a �gura 2.1, pode-se notar que o sistema de transferência de calor em

um determinado meio ocorre da seguinte maneira:

Fluxo que entra − Fluxo que sai = Taxa de ganho de energia

Em notação matemática, a equação que representa o �uxo que entra subtraído do

que sai é,

dQ

dt
S − dQ

dt

′
S = −(q′ − q)S = −dq S = −∂q

∂x
Sdx, (2.3)

Tem-se também a equação referente a taxa de energia como [INCROPERA, 2008],

dQ = mcdT . Sabendo-se que dQ
dt

= q, então dQ
m

= c dT , onde c é o calor especí�co.

Se o aumento de temperatura ocorre num tempo dt, a energia absorvida por uni-

dade de massa por unidade de tempo é c∂T (x,t)
∂t

. Aqui, a massa do elemento de volume em

consideração é ρS dx, onde ρ é a densidade de massa.

Então, o ganho de energia por unidade de tempo será:

− ∂q

∂x
S dx = mc

dT

dt
, (2.4)
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Como m = ρSdx tem-se que:

− ∂q

∂x
Sdx = ρSdxc

(
∂T

∂t

)
, (2.5)

∂q

∂x
+ ρc

∂T

∂t
= 0. (2.6)

A eq.(2.6) acima, é conhecida equação da continuidade e representa a conservação de

energia térmica. Aplicando a lei de Fourier dada pela eq.(2.2), obtém-se:

− k ∂
∂x

(
∂T

∂x

)
+ ρc

∂T

∂t
= 0, (2.7)

∂T

∂t
=

k

ρc

∂2T

∂x2
. (2.8)

Com isso, a eq.(2.8) é equivalente a equação de condução de calor unidimensional,

também conhecida como 2o lei de Fourier para transferência de calor. Neste trabalho,

será considerado k
ρc

= α.

Considerando-se aqui um meio onde não exista uma fonte de geração de calor e

em que a condutividade térmica k é constante, é possível representar as formas gerais

de equações de condução de calor nos sistemas de coordenadas retangulares, cilíndrica e

esférica, respectivamente, como segue [INCROPERA, 2008]:

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
+
∂2T

∂z2
=

1

α

∂T

∂t
, (2.9)

1

r

∂

∂r

(
r
∂T

∂r

)
+

1

r2

∂

∂ϕ

(
∂T

∂ϕ

)
+

∂

∂z

(
∂T

∂z

)
=

1

α

∂T

∂t
, (2.10)

1

r2

∂

∂r

(
r2∂T

∂r

)
+

1

r2 sin2 θ

∂

∂ϕ

(
∂T

∂ϕ

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂T

∂θ

)
=

1

α

∂T

∂t
. (2.11)

2.4 Soluções analíticas da equação de condução de calor clássica

Nas subseções a seguir, serão abordados dois problemas que envolvem a ECCC,

porém esses precisam de métodos de solução diferentes. Em 2.4.1, o problema envolve

uma barra in�nita, com condição inicial conhecida, por isso o uso da Transformada de

Fourier se tornou mais viável.

Na subseção 2.4.2, será analisada uma barra �nita de comprimento l = 1m, onde

as condições de contorno da barra são conhecidas, assim como a condição inicial. Essas

informação possibilitam o uso do conhecido método de separação de variáveis.
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O objetivo das abordagens diferentes, é mostrar ao leitor que todo o estudo feito

neste trabalho, pode ser aplicado em diversos casos, inclusive para diferentes métodos

matemáticos.

2.4.1 Método da Transformada de Fourier

Considerando-se o seguinte problema de condução de calor em uma barra, isolada

termicamente, homogênea e in�nita.

∂T (x,t)
∂t

= α∂
2T (x,t)
∂x2

, −∞ < x <∞,
T (x, 0) = f(x), −∞ < x <∞.

(2.12)

Assumindo-se que a função f é contínua, limitada e integrável em todos os pontos,

pode-se resolver o problema (2.12) através do uso da transformada de Fourier. Considerando-

se f(x) = δ(x), ou seja, uma função impulso de Dirac, obtem-se a seguinte solução analí-

tica:

T (x, t) =
1√

4παt
e−

x2

4αt . (2.13)

Os cálculos para a obtenção da eq.(2.13), podem ser encontrados no apêndice A.

2.4.1.1 Interpretação Grá�ca

Figura 2.2: Per�l de temperatura considerando α = 0, 001m2/s e t = 100s.

A �gura 2.2, ilustra a variação de temperatura em um tempo determinado, de

acordo com coordenada de posição x. Nota-se no problema modelado, um pulso de calor,
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elevando a temperatura, a medida que afasta-se mais do local onde ocorreu o pulso, a

temperatura diminui até alcançar o equilíbrio.

Figura 2.3: Per�l de temperatura considerando α = 0, 001m2/s.

Para diferentes valores de x, é possível veri�car um comportamento similar, como

pode ser visto na �gura 2.3. Assim quanto mais próximo de x = 0 mais elevada é a

temperatura, devido a proximidade com o pulso, porém para valores maiores de x, as

temperaturas tendem a se tornar bem próximas.

2.4.2 Método de Separação de Variáveis

Considera-se agora o seguinte problema de condução de calor: uma barra, limitada,

isolada termicamente e homogênea [MICKENS; JORDAN, 2004; BOYCE; DIPRIMA;

MEADE, 1992; HANCOCK, 2004].

∂T (x,t)
∂t

= α∂
2T (x,t)
∂x2

, 0 < x < l,

T (0, t) = T (l, t) = 0 t > 0;

T (x, 0) = T0sen
(
πx
l

)
x ∈ (0, l);

Tt(x, 0) = 0, x ∈ (0, l).

(2.14)

Nesta subseção, apesar de lidar ainda com a ECCC, o problema abordado possui

características diferentes das que foram utilizadas no problema da subseção 2.4.1, em

especial pelo fato de considerar um barra de comprimento �nito, o que possibilita a

de�nição das condições de contorno no início e no �nal desta barra. Assumindo-se que o

comprimento da barra l é igual a 1m, pode-se resolver o problema (2.14) através do uso

do método de separação de variáveis. Obtém-se assim a seguinte solução analítica:
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T (x, t) = T0sen(πx)e−π
2αt. (2.15)

Os cálculos para a obtenção da eq.(2.15), podem ser encontrados no apêndice B.

2.4.2.1 Interpretação Grá�ca

Para a obtenção das �guras 2.4 e 2.5, foram utilizados os valores de difusividade

térmica α e temperatura T0 baseados nos trabalhos feitos por [CHOI et al., 2016; MIC-

KENS; JORDAN, 2004].

Figura 2.4: Per�l de temperatura considerando α = 0, 001m2/s e T0 = 20oC.

Na �gura 2.4, a solução analítica da eq.(2.15), foi analisada considerando alguns

valores de tempo �xos e a variação espacial da barra. O comportamento encontrado é

condizente com o problema proposto, pois o problema é regido por uma EDP parabólica,

onde, nota-se que quanto maior o valor do tempo mais atenuada �ca a curva, indicando

uma menor variação de temperatura.

Na �gura 2.5, o per�l de temperatura foi analisado variando-se o tempo. Assim

como na �gura 2.4, nota-se que a medida que o tempo evolui, há uma queda no valor da

temperatura, até o equilíbrio; comportamento similar para diferentes posições na barra.

12



Figura 2.5: Per�l de temperatura considerando α = 0, 001m2/s e T0 = 20oC.
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3 TEORIA NÃO FOURIER PARA CONDUÇÃO DE CALOR

Como foi dito anteriormente, a equação de condução de calor proposta por Fourier

prediz de maneira adequada a distribuição de temperatura em diversos problemas. Porém,

em alguns casos determinados, como situações de estados transientes em nanoescala, suas

inconsistências tornam sua aplicação limitada [CHOI et al., 2016].

Devido a essas insu�ciências da equação clássica, alguns modelos surgiram, bus-

cando superar essas di�culdades. Dentre esses modelos tem-se:

• Modelo de Cattaneo-Vernotte (C-V);

• Modelo de Guyer-Krumhansl (G-K);

• Modelos de condução de calor que consideram tempos de retardo.

3.1 Modelo de Cattaneo-Vernotte

Em um trabalho feito em 1867, o matemático e físico britânico James Clerk

Maxwell registrou a inconsistência presente na lei de Fourier. Ele foi o primeiro a ob-

ter a equação, visando fornecer uma base matemática para a teoria cinética [LEBON et

al., 1997].

Carlo Cattaneo, James Clerk Maxwell e Pierre Vernotte, desenvolveram em 1958

separadamente uma teoria não Fourier de condução de calor. Eles buscaram superar

o problema de velocidade in�nita de propagação do calor, derivando a equação que é

conhecida como equação de Maxwell-Cattaneo ou Maxwell-Cattaneo-Vernotte (ECV), e

assim relacionar �uxo de calor com a temperatura.

Visando melhorar a equação de Fourier, Cattaneo introduziu um termo de relaxa-

ção térmico. Segundo o estudo feito por [LEBON et al., 1997], esse fator de relaxação está

relacionado ao tempo necessário para alcançar a estabilidade termodinâmica. A partir

do momento que esse termo adicional foi introduzido, o problema com a in�nitude da

velocidade de propagação �cou sanado.

De acordo com a Choi et al. [CHOI et al., 2016], �a equação de Cattaneo-Vernotte

(ECV) se baseia na velocidade �nita de perturbação térmica, na superfície de contorno do

sistema�. Então, considerando-se o gradiente de temperatura em um momento anterior,

é possível se determinar o �uxo de calor em um momento posterior.

Para obter a ECV, Marín supôs em seu trabalho [MARÍN; MARÍN, 2011] que o

�uxo de calor não surge instantaneamente e sim em um momento posterior t + τ . Esse

modelo também é conhecido como Single Phase Lagging , que pode ser traduzido como

fase de retardo único. A lei de Fourier foi reescrita na forma:



q(x, t+ τ) = −k∂T (x, t)

∂x
. (3.1)

Onde τ é o tempo de relaxação térmico. Esse termo funciona como um tempo

de acumulação para começar o �uxo térmico, segundo [MARÍN; MARÍN, 2011]. É de se

esperar que essa variável não assuma valores altos, pois caso contrário, a lei de Fourier

não obteria tamanho sucesso ao ser aplicada. Em seu artigo, Lebon [LEBON et al., 1997],

estima esse tempo como sendo algo da ordem de 10−13 s. Referindo-se ainda a Marín

[MARÍN; MARÍN, 2011], este segue seu estudo, expandindo a equação (3.1) em uma série

de Taylor, descartando-se os termos de ordens superiores.

q(x, t+ τ) ' q(x, t) + τ
∂q(x, t)

∂t
. (3.2)

Substituindo-se a eq.(3.2) na eq.(3.1), tem-se:

q(x, t) + τ
∂q(x, t)

∂t
= −k∂T (x, t)

∂x
. (3.3)

A eq.(3.3) explicita que o �uxo de calor já não ocorre mais de maneira instantânea,

como na lei de Fourier. O termo τ ∂q(x,t)
∂t

leva a conclusão de que a propagação do calor

ocorre de maneira gradual.

Aplicando-se o operador gradiente ∇ na eq. (3.3), obtém-se:

∇q(x, t) + τ∇
(
∂q(x, t)

∂t

)
= −k∇2T. (3.4)

Como os operadores ∇ e ∂
∂t

comutam entre si, tem-se:

∇q(x, t) + τ
∂

∂t
(∇q(x, t)) = −k∇2T. (3.5)

Seja agora a equação da continuidade,

∇q(x, t) = −ρc∂T
∂t
. (3.6)

Aqui, ρc∂T
∂t

é a taxa de variação temporal da energia térmica, ρ é a densidade e c

o calor especí�co. Derivando-se a eq.(3.6) em relação ao tempo, obtém-se:

∂

∂t
(∇q) = −ρc∂

2T

∂t2
. (3.7)

Substituindo-se as equações (3.6) e (3.7) em (3.5), tem-se:

− ρc∂T
∂t
− τρc∂

2T

∂t2
= −k∇2T, (3.8)

Dividindo-se por −τρc, chegar-se à ECV [CHOI et al., 2016].
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1

τ

∂T

∂t
+
∂2T

∂t2
=
α

τ
∇2T. (3.9)

Onde α = k
ρc
.

No estudo feito por Marín [MARÍN; MARÍN, 2011], nota-se que no lado direito da

equação existe uma fonte de calor interna. Esse termo foi considerado nulo nos cálculos

acima.

Assim, como é possível fazer uma analogia entre a equação de condução de calor

e a equação de difusão, também é possível notar a grande semelhança entre a equação

de Cattaneo-Vernotte e a equação do telégrafo [NAGY; ORTIZ; REULA, 1994; BARNA;

KERSNER, 2010]. Para compreender um pouco mais a respeito da equação do telégrafo,

pode-se consultar a ref.[ELZAKI et al., 2012], onde o autor encontra a solução exata da

equação do telégrafo, por meio do uso do método de transformação de Sumudu. Na ref.

[BIAZAR; ESLAMI, 2010], o autor usa o método de transformação diferencial (MTD)

para encontrar a solução da equação.

3.1.1 Incoerências do Modelo de Cattaneo-Vernotte

A ECV possui duas incoerências principais. A primeira é que em alguns casos ela

viola o princípio físico da objetividade.

A objetividade é o estudo do comportamento ou da dependência de determinada

entidade física, em relação a diferentes observadores. Logo, o que é visto por um observa-

dor, tem de ser visto por qualquer outro, que esteja em condições de presenciar o mesmo

fenômeno. Todavia, cada observador tem liberdade de escolher o referencial que mais lhe

convém [DIAS, 2011].

A segunda incoerência, vem do fato que, dependendo da situação, os resultados

obtidos com o uso do modelos de C-V, podem não estar em concordância com a segunda

lei da termodinâmica, que pode ser expressa da seguinte maneira:

De�nição: Considerando como um sistema a parte arbitrária P de um corpo B, que

ocupa uma região P (t) ⊂ R em cada instante de tempo t. Seja H a variação de entropia

devido ao mecanismo de dissipação interno e d a taxa de dissipação de energia por

unidade de volume, então a 2a lei da termodinâmica pode ser expressa como [DA SILVA,

2016]:

H(P (t)) > 0, ∀t⇒ d ≥ 0 ∀t. (3.10)

A 2a lei da termodinâmica estabelece uma distinção entre os processos possíveis

(d ≥ 0) e os impossíveis (d < 0).
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Em seu trabalho Silva [DA SILVA, 2016], expõe algumas maneiras de sanar essas

inconsistências presentes no modelo de Cattaneo-Vernotte.

Existem estudos que destacam alguns problemas [LEBON et al., 1997; AURI-

AULT, 2016], que não poderão ser resolvidos com a ECV. Em particular, aqueles que

envolvem a propagação de ondas ultra-sônicas em gases diluídos, ou quando se quer des-

crever a propagação de um pulso de calor, em cristais não metálicos, com temperatura

muito baixa.

Em seu trabalho [LEBON et al., 1997], Lebon et al. faz um estudo da propagação

de ondas ultra-sônicas em gases diluídos, onde comparam os resultados obtidos com os

modelos de Fourier e Cattaneo-Vernotte, com dados experimentais.

Ao analisar a velocidade da onda, os autores destacam que, como previsto, usando

o modelo de Fourier os resultados assumem valores in�nitos. Já o modelo de Cattaneo-

Vernotte, fornece um valor �nito, para a velocidade da onda. Contudo, os resultados

diferem dos dados experimentais considerados.

Mostra-se assim que as incoerências presentes na ECV, tornam-a incapaz de for-

necer uma completa interpretação do problema.

3.2 Modelo de Guyer-Krumhansl

A equação C-V compõe um dos modelos não Fourier mais utilizados. Mesmo sendo

adequada para algumas situações, nem todos os problemas relacionados a transferência

de calor por condução �cam bem estabelecidos. Assim sendo, pelos motivos já discutidos,

diversas pesquisas vem sendo retomadas, visam encontrar uma nova extensão da lei de

Fourier. Nesse sentido, surgiu o modelo de G-K, onde foi resolvida a equação de Boltzmann

para um campo de fônons de cristais dielétricos em temperatura baixa [LEBON et al.,

1997].

No estudo de Guyer e Krumhansl, a extensão da equação de C-V foi derivada com

o uso de contribuições não locais. A equação desse modelo em uma dimensão espacial

para a temperatura pode ser expressa como [ZHUKOVSKY, 2017]:(
∂2

∂t2
+ ε

∂

∂t
− δ ∂3

∂t∂x2

)
F (x, t) =

(
α
∂2

∂x2
+ κ

)
F (x, t), (3.11)

com α, ε, δ e κ são constantes.

No artigo [LEBON et al., 1997], foi indicado que até mesmo este modelo possui

algumas limitações. Por isso, existem diversos outros modelos não-Fourier que não foram

citados neste trabalho.
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3.3 Modelo de Condução de Calor Dual-phase-lagging

O modelo de C-V sanou o problema com as inconsistências, presentes na equação

clássica de condução de calor baseada na lei de Fourier. Porém em alguns casos ainda

apresenta situações incomuns, resultados �sicamente impossíveis, como quando produz

valores negativos para entropia, violando a segunda lei da termodinâmica [ASKARIZA-

DEH; AHMADIKIA, 2014].

As pesquisas por modelos de condução de calor não Fourier não pararam com os

avanços feitos por Cattaneo e Vernotte. Em sua pesquisa, Tzou [TZOU, 1995], apresentou

uma abordagem diferenciada, um modelo no qual são adicionadas duas constantes: um

tempo de relaxação do gradiente de temperatura e também um tempo de relaxação do

�uxo de calor. Estas constantes evidenciam que a partir do momento em que um �uxo

de calor é estabelecido, é necessário um certo tempo para que aconteça o gradiente de

temperatura [NOROOZI; SAEDODIN; GANJI, 2016]. Esse modelo foi chamado de Dual

Phase Lagging (DPL) que pode ser traduzido como tempo de retardo dual, nome sugestivo

ao fato de receber dois tempos de relaxação. Porém, como possui uma alta complexidade,

é muito difícil encontrar sua solução de maneira analítica. As soluções numéricas mais

conhecidas para este modelo são obtidas através dos métodos de diferenças �nitas e de

elementos �nitos [ASKARIZADEH; AHMADIKIA, 2014].

Para obter a equação que rege este modelo, foi feita uma variação na lei de Fourier,

de maneira semelhante ao que foi feito na eq. (3.1) para o modelo de C-V. Com a diferença

de que nesta é adicionado mais um termo de relaxação do gradiente de temperaturas.

q(x, t+ τq) = −k∂T (x, t+ τT )

∂x
, (3.12)

onde τq representa o atraso de tempo necessário para estabelecer o �uxo de calor [MISHRA,

] e τT , como já foi mencionado, é o tempo de relaxação térmico.

Usando uma expansão de Taylor, descartando-se os termos de ordem superiores,

após alguns cálculos encontra-se a seguinte equação para o modelo DPL:

τq
∂q(x, t)

∂t
+ q(x, t) + k

[
∂T (x, t)

∂x
+ τT

∂2T (x, t)

∂t∂x

]
= 0 (3.13)

Usando-se a equação de continuidade eq.(3.6), tem-se:

τq
α

∂2T (x, t)

∂t2
+

1

α

∂T (x, t)

∂t
=
∂2T (x, t)

∂x2
+ τT

∂3T (x, t)

∂t∂x2
. (3.14)

3.4 Solução Analítica da Equação de Cattaneo-Vernotte

Nas subseções a seguir, a seguir serão apresentados diferentes metodologias para

resolver dois problemas regidos pela equação de Cattaneo-Vernotte, com condições di-
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ferentes. O objetivo desta abordagem é expor que, dependendo do problema que está

sendo trabalhado, são necessários métodos distintos para resolvê-los. Assim, no próximo

capítulo, com o conceiro de cálculo deformado será possível mostrar que apesar do uso

das DD, é possível encontrar resultados satisfatórios, usando um ferramental matemático

semelhante ao usando nas equações com derivada usual.

3.4.1 Método da Solução Tentativa

Considerando-se a equação unidimensional de C-V, eq.(3.9), é possível encontrar

a solução analítica do seguinte problema:

∂2T (x,t)
∂t2

+ 1
τ
∂T (x,t)
∂t

= α
τ
∂2T (x,t)
∂x2

, 0 < x < l,

T (0, 0) = Th,

T (l, 0) = Ti.

(3.15)

Onde, Th e Ti são as temperaturas impostas nos contornos.

A solução apresentada nesta subseção se baseia no cálculo feito por Choi et al.

[CHOI et al., 2016].

T (x, t) =
Th
2
e
x
l

ln
Ti
Th e

−t
2τ

[
e
t
2

√
1
τ2

+4α
τ

{
1
l

ln
Ti
Th

}2

+ e
t
2

√
1
τ2

+4α
τ

{
1
l

ln
Ti
Th

}2
]
. (3.16)

Os cálculos para a obtenção da eq.(3.16), podem ser encontrados no apêndice C.

3.4.1.1 Interpretação Grá�ca

Em seu trabalho Choi et al. [CHOI et al., 2016], propõem o metódo de solução

tentativa, como uma maneira mais simpli�cada de resolver um problema regido pela

equação de Cattaneo-Vernotte. A aplicação proposta pelos autores é o estudo de uma

carne processada ao ser colocada em uma grelha aquecida e após algum tempo retirada.

Esse problema foi a motivação inicial da pesquisa, e pequenas discrepâncias na

origem do grá�co foram encontradas, com relação a condição de contorno fornecida no

artigo. Então, com o objetivo de dar um signi�cado físico real ao problema trabalhado,

considera-se para fazer a análise grá�ca, a variável espacial começando em 0, 5mm. No

entanto, ressalta-se que essa parte para a solução tentativa no modelo de CV inteiro ou

deformado é apenas um guia, para comparação do ferramental matemático e não é um

dos resultados mais importantes dessa dissertação.

Ou seja, analisa-se o comportamento da temperatura a partir de um posição interna

da carne, pois na superfície que entra em contato direto com a chapa, obtém-se como

resultado, algo que não representa corretamente a parte física do problema.
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Obtém-se grá�cos com comportamentos semelhantes aos encontrados em [CHOI

et al., 2016], ao ignorar a convecção natural que ocorre devido a diferença de temperatura

entre o objeto estudado e a temperatura ambiente sobre as superfícies superior e laterais.

A �gura 3.1, ilustra o comportamento da temperatura em relação a coordenada

espacial. Aqui, coloca-se a carne na chapa e depois esta carne é retirada. Nota-se que ela

esfria, com o decorrer do tempo após ser retirada da chapa. É possível interpretar como

um selamento rápido da superfície e a retirada para análise do resfriamento. A curva azul

representa a que saiu recentemente da chapa. As outras curvas representam a carne já

mais fria, pois passou-se mais tempo desde a retirada da chapa.

A �gura 3.2, mostra que quanto mais o tempo avança, a temperatura diminui. E

quanto menor o valor de x, ou seja, quanto mais próximo da superfície de contato, mais

aquecido está o objeto.

Figura 3.1: Per�l de temperatura para diferentes valores de tempo considerando α =
1, 4.10−7m2/s, T0 = 20oC, Th = 160oC, l = 20mm e τ = 15s.

3.4.1.2 Interpretação alternativa

Como é visto no apêndice C, com o passar do tempo, existe um termo na eq.(3.16),

que pode ser ignorado. Tem-se assim, uma solução alternativa e com explicação física

diferente da de cima. Neste caso, considera-se que a carne foi posta em contato com

a chapa e permaneceu em contado, ela não é retirada da chapa. Com isso obtém-se a

seguinte solução:

T (x, t) = The
x
l

ln
Ti
Th e

−t
2τ e

t
2

√
1
τ2

+4α
τ

{
1
l

ln
Ti
Th

}2

. (3.17)

Essa interpretação foi feita com base no artigo de Choi el. all [CHOI et al., 2016].
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Figura 3.2: Per�l de temperatura em diferentes posições da superfície considerando α =
1, 4.10−7m2/s, T0 = 20oC, Th = 160oC, l = 20mm e τ = 15s.

E para a equação acima, encontra-se a seguintes �guras.

Figura 3.3: Per�l de temperatura, de acordo com a interpretação alternativa,para diferen-
tes valores de tempo, considerando α = 1, 4.10−7m2/s, T0 = 20oC, Th = 160oC, l = 20mm
e τ = 15s.
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Figura 3.4: Per�l de temperatura de acordo com a interpretação alternativa,para dife-
rentes posições da superfície, considerando α = 1, 4.10−7m2/s, T0 = 20oC, Th = 160oC,
l = 20mm e τ = 15s.

Note que ao descarta-se o termo, tem-se diferenças entre a �gura 3.3 e a �gura 3.1.

A temperatura na posição inicial considerada, em todos os tempos, parte de valores mais

elevados e aproximados. As três curva presentes no grá�co possuem comportamentos bem

mais similares do que as da �gura 3.1. E, assim como na subsubseção anterior todas as

curvas convergem para temperatura de 20o na posição �nal.

Na �gura 3.4 encontra-se diferenças bem signi�cativas, em relação a �gura 3.2, note

que agora a temperatura, em cada posição considerada, aumenta. É possível interpretar

tal comportamento, como se a carne permanecesse todo o tempo analisado em contato

com a chapa aquecida.

Os autores do artigo [CHOI et al., 2016] chamam a atenção de que a ideia básica

era a de veri�car se uma solução mais simples da ECV seria possível, essa solução foi

proposta com base em simples exponenciais. Aqui, considerando menos o aspecto formal

e mais as possibilidades, assume-se o ansatz de soluções exponenciais. Foi feito o mesmo

para testar o modelo com derivadas deformadas adiante, no capítulo 5.

Ressalta-se o aspecto "Toy Model"desse processo de solução e que , de fato, o

artigo dos autores referidos possui diversos problemas e inconsistências.

Existem outros estudos que corroboram a possibilidade do uso de equações hiper-

bólicas de transferência de calor para carne processada, entre eles tem-se trabalhos feitos

por Liu et. all [LIU; CHEN; WANG, 2017], Chen et. all [CHEN et al., 2017] e Mitra et.

all [MITRA et al., 1995].

Estudos mais aprofundados fazem-se necessários para o caso de derivadas defor-

madas. Particularmente indica-se o trabalho feito por Chen et. all [CHEN et al., 2017].
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3.4.2 Método de Separação de Variáveis

Considerando um problema em uma barra, limitada, isolada termicamente e ho-

mogênea, regido pela equação unidimensional de Cattaneo-Vernotte:

∂2T (x,t)
∂t2

+ 1
τ
∂T (x,t)
∂t

= α
τ
∂2T (x,t)
∂x2

, 0 < x < l,

T (0, t) = T (l, t) = 0, t > 0,

T (x, 0) = T0sen
(
πx
l

)
, x ∈ (0, l),

∂T
∂t

(x, 0) = 0, x ∈ (0, l).

(3.18)

A solução encontrada está de acordo com o que Mickens e Jordan desenvolveram

em seu artigo [MICKENS; JORDAN, 2004].

u(X, θ) = sen(πX)e
− θ

2τ0 Θ, (3.19)

Θ =


cosh(ωθ) + senh(ωθ)√

1−4τ0π2
, para τ0 < τc

1 + θ
2τ0
, para τ0 = τc

cos(ωθ) + sen(ωθ)√
|1−4τ0π2|

, para τ0 > τc

(3.20)

Reescrevendo a solução acima em sua forma dimensional:

T (x, t) = T0sen(πx)e
− tα

2τ0 Θ. (3.21)

Θ =


cosh(ωtα) + senh(ωtα)√

1−4τ0π2
, para τ0 < τc

1 + tα
2τ0
, para τ0 = τc

cos(ωtα) + sen(ωtα)√
|1−4τ0π2|

, para τ0 > τc

(3.22)

Onde τ0 = τ α
l2
e τc = 1

4π2 . Os cálculos para a obtenção da eq.(3.21), podem ser

encontrados no apêndice D.

3.4.2.1 Interpretação grá�ca

O problema abordado agora, possui condições bem diferentes do anterior. Elas

possibilitam a escolha de um método mais tradicional e con�ável. Essas condições con-

duziram à obtenção de grá�cos bem diferentes dos obtidos em 3.4.1.1.
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(a) τ = 10s e τ0 < τc (b) τ = 25.33029...s e τ0 = τc.

(c) τ = 50s e τ0 > τc.

Figura 3.5: Per�l de temperatura para diferentes valores de tempo t, considerando α =
0, 001m2/s e T0 = 20oC

As três primeiras �guras apresentadas, analisam a variação de temperatura em

relação ao espaço, para três tempos, t = 1s, t = 10s e t = 100s. Nota-se que como

em nosso problema não existe uma fonte geradora de calor, a medida em que o tempo

aumenta, menor é a temperatura.

A interpretação em três �guras, se justi�ca devido a solução analítica encontrada,

que se divide em três possíveis soluções que dependem do valor de τ0 = τ α
l2
. Observa-se

que quando τ0 < τc e τ0 > τc a temperatura decai de maneira mais expressiva com o

passar do tempo do que quando τ0 = τc.
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(a) τ = 10s e τ0 < τc (b) τ = 25.33029...s e τ0 = τc.

(c) τ = 50s e τ0 > τc.

Figura 3.6: Per�l de temperatura para diferentes posições x, considerando α = 0, 001m2/s
e T0 = 20oC.

É possível ainda fazer um comparativo, da �gura 2.4, que representa a solução

para ECCC por separação de variáveis, e a solução da ECV por separação de variáveis

considerando τ −→ 0s.

Note que os grá�cos são iguais. Isto acontece porque, quando considera-se τ ten-

dendo a zero, na equação de Cattaneo-Vernotte, encontra-se na equação de Fourier.
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(a) α = 0, 001m2/s e T0 = 20oC. (b) α = 0, 001m2/s T0 = 20oC eτ = 0s.

Figura 3.7: Comparação entre as soluções analíticas da ECCC e da ECV, resolvidas pelo
MSV
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4 CÁLCULO DEFORMADO

4.1 Introdução

É possível encontrar na literatura recente diversas aplicações dos operadores fraci-

onários de Riemann-Liouville e Caputo [HUAN-YING; HAI-TAO; XIAO-YUN, 2013; QI;

XU; GUO, 2013]. O uso destes tem apresentado resultados que exibem grandes vantagens,

como a boa descrição de memória e efeitos hereditários em fenômenos naturais.

Porém, esses operadores trazem também um alto nível de complexidade por causa

de suas de�nições não locais. Devido a essas complicações, surgiu o grande interesse por

uma nova de�nição, com operadores locais e com propriedades mais próximas das usuais,

as derivadas deformadas.

Em muitos casos a condução de calor ocorre em meios com estruturas internas

muito complexas, como por exemplo, materiais porosos, aleatórios e granulares, semicon-

dutores, polímeros e etc [ERO�LU; AVCI; ÖZDEMIR, 2017]. A condução de calor nestes

materiais pode ser modelado mais precisamente com o uso do cálculo fracionário ou das

derivadas deformadas [ERO�LU; AVCI; ÖZDEMIR, 2017; YANG; BALEANU, 2013].

4.2 Cálculo Fracionário

O cálculo de ordem não inteira, também conhecido como fracional ou fracionário

(CF) lida com derivadas e integrais de ordem não inteira. De acordo com ref. [WE-

BERSZPIL; LAZO; HELAYËL-NETO, 2015], ele surgiu através de uma carta do mate-

mático francês L'Hospital endereçada para o matemático alemão Leibniz, onde L'Hospital

questionou qual seria o signi�cado de uma derivada de ordem 1
2
.

O CF é usado na descrição da dinâmica de sistemas com características heredi-

tárias ou com memória, ou com processos não locais. Em geral, com sistemas dinâmi-

cos complexos e que re�etem uma média de uma grande população de microelementos

[WEBERSZPIL; LAZO; HELAYËL-NETO, 2015; WEBERSZPIL, 2013; DE OLIVEIRA,

2013]. Ele tem aplicações em diversos ramos da ciência.

Pesquisadores como Euler, Lagrange, Laplace, Liouville, Riemann, Caputo, Grünwald,

dentre outros, participaram desses estudos. As de�nições de derivadas fracionárias mais

populares, segundo a ref. [KHALIL et al., 2014], são:

De�nição de Riemann-Liouville: Para α ∈ [n− 1, n) e n ∈ Z, a derivada α de

* Cálculo Deformado



f é:

Dα
a (f) =

1

τ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

f(x)

(t− x)α−n+1
dx. (4.1)

De�nição de Caputo: Para α ∈ [n− 1, n), a derivada α de f é:

Dα
a (f) =

1

τ(n− α)

∫ t

a

f (n)(x)

(t− x)α−n+1
dx. (4.2)

Essas duas de�nições não satisfazem algumas propriedades fundamentais do cálculo

usual de ordem inteira, como por exemplo, a regra do produto, a regra do quociente, a

regra da cadeia, dentre outras [KHALIL et al., 2014].

4.3 Introdução ao mapeamento no contínuo fractal

Conceitualmente, a ideia de contínuo introduz uma aproximação do meio real atra-

vés de uma região do espaço euclidiano preenchida por uma matéria com propriedades

contínuas. Foi utilizado o mapeamento quando as propriedades do material variam sua-

vemente nas escalas de comprimento e tempo.

Na natureza existem diversos materiais ou meios heterogêneos que possuem em

seu domínio, características ou até mesmo com matérias diferentes. Porém quando as

microestruturas deste materiais tem certas simetrias, é possível modelar e�cientemente as

suas propriedades através de alguns métodos tradicionais de homogenização [BALANKIN,

2018].

Entretanto, esses materiais porosos e/ou �ssurados, tais como concreto, carvão ve-

getal, pedra pomes, alimentos, etc, possuem uma geometria bem complicada e desigual,

caracterizada por uma invariância de escala em amplos intervalos de escala de compri-

mento [BALANKIN; ELIZARRARAZ, 2012b].

(a) Superfície de um concreto poroso (b) Superfície de um
monólito de carvão
vegetal

(c) Superfície de um
monólito de pedra
pomes

Figura 4.1: Alguns materiais que apresentam características irregulares [SANTOS et al.,
2016].

Buscando modelar esses materiais mais complexos, os conceitos de geometria frac-

tal surgiram. No entanto, as funções de�nidas nos fractais são essencialmente não dife-

renciáveis no sentido convencional. Por isso a intensa pesquisa por meios de lidar com
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problemas fractais no meio contínuo através do mapeamento físico, levando em conside-

ração algumas características do material, tais como, a distribuição de massa fractal e as

características fractais do meio modelado.

Os estudos feitos por Balankin [BALANKIN, 2018; BALANKIN; ELIZARRARAZ,

2012b; BALANKIN; ELIZARRARAZ, 2012a] expõe algumas maneiras de modelar pro-

blemas físicos em fractais, através de um mapeamento, onde pode-se considerar algumas

características do material, tais como suas rami�cações, a conectividade e a maneira com

a sua massa se distribui no espaço euclidiano do fractal.

4.4 Derivadas Deformadas

Em paralelo com o cálculo fracional, existe o conceito de derivadas fracionárias

locais, que é uma extensão natural da derivada usual. Uma das diferenças em relação ao

cálculo fracional é que ela satisfaz a todas as propriedades citadas anteriormente e que o

CF não satisfazia.

O aprofundamento dos estudos sobre esses modelos de derivadas vem indicando

possibilidades de aplicações em diferentes áreas. Como exemplo, pode-se citar a �siologia,

a biomedicina, a física, a gravitação, as engenharias, a biologia, dentre outras.

É possível encontrar a de�nição da derivada usual em qualquer livro de cálculo,

ela pode ser dada por [KHALIL et al., 2014]:

De�nição 1: Seja f : [0,∞) e t > 0. Então a derivada de f é:

df

dt
= lim

ε−→0

f(t+ ε)− f(t)

ε
. (4.3)

De acordo com a de�nição acima, tem-se dfn

dt
= ntn−1. Sendo n um número inteiro.

4.4.1 Derivada de Hausdor�

A derivada de Hausdor� é um operador local, que busca superar os altos cus-

tos de computação da derivada fracionária não local. Ela tem signi�cado físico claro e

está diretamente relacionada à dimensão fractal, como mostram as refs. [CHEN, 2006;

BALANKIN; ELIZARRARAZ, 2012b; BALANKIN; ELIZARRARAZ, 2012a].

Este operador possui uma vasta aplicabilidade em problemas complexo, como os

de áreas cientí�cas e de engenharia, difusão anômola, condução de calor e até mesmo

economia [CHEN et al., 2017].

A derivada de Hausdor� de uma função g(t) com respeito a uma medida fractal tα

é de�nida por Chen [CHEN, 2006]:
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∂g(t)

∂tα
= lim

t′←→t

g(t)− g(t′)

tα − t′α
=
∂g(t̂)

∂t̂
. (4.4)

A derivada de Hausdor� difere da derivada fracionária padrão por não envolver a

convolução e também por ser uma derivada de natureza local.

4.4.2 Derivada Estrutural

A derivada estrutural espacial pode ser de�nida, de acordo com a derivada estru-

tural temporal [XU et al., 2017].

dp

dsx
= lim

x1←→x

p(x1, t)− p(x, t)
f(x1)− f(x)

, (4.5)

onde s denota a derivada estrutural, e f(x) é a função estrutural. A derivada

estrutural da eq.(4.5), é local e pode ser considerada como um transformação de escala

x̂ = f(x). Quando f(x) = x, a eq.(4.5) se reduz a derivada clássica espacial. Quando

f(x) = xα, tem-se a derivada fractal local.

4.4.3 Derivada Deformada Conforme

Em 2014, Khalil et al.[KHALIL et al., 2014], propuseram um tipo de DD cuja a

maioria das propriedades são mais simples que as do CF e compatíveis com as de derivadas

usuais de ordem inteira. Apesar de alguns autores a chamarem de derivada fracionária

local, de ordem β, ela �cou mais conhecida como derivada deformada conforme (DDC) e

pode ser usada para resolver equações diferenciais deformadas.

De�nição 2: Seja a função f : [0,∞), t > 0 e β ∈ (0, 1]. Então, a derivada deformada

conforme de f , de ordem β é de�nida por:

Tβ(f)(t) = lim
ε−→0

f(t+ εt(1−β))− f(t)

ε
. (4.6)

Se a DDC de f de ordem β existe (β-diferenciável) em algum (0, a), a > 0 e

lim
t−→0+

f (β)(t) existe, então de�ni-se:

f (β)(0) = lim
t−→0+

f (β)(t) (4.7)

A notação f (β) pode ser escrita também como Tβ.

Na ref.[KHALIL et al., 2014] é possível encontrar algumas propriedades matemá-

ticas que a derivada deformada conforme satisfaz, tais como o teorema:

Teorema 1: Se a função f : [0,∞) −→ R é β-diferenciável em t0, β ∈ (0, 1], então f é
30



contínua em t0.

Também seguem-se as seguintes propriedades para Tβ.

Propriedade 1: Seja β ∈ (0, 1] e f e g funções β-diferenciável no ponto t > 0. Então:

1. Tβ(af + bg) = aTβ(f) + bTβ(g), para todo a, b ∈ R.

2. Tβ(tp) = ptp−β, para todo p ∈ R.

3. Tβ(λ) = 0, para todas as funções constantes f(t) = λ.

4. Tβ(fg) = fTβ(g) + gTβ(f).

5. Tβ
(
f
g

)
=

gTβ(f)−fTβ(g)

g2
.

6. Se f é diferenciável, então Tβ(f) = t1−β df
dt

(t).

As demonstrações dos resultados expostos acima podem ser encontradas na refe-

rência [KHALIL et al., 2014].

Ao apresentar algumas de�nições, o autor mostra que a derivada proposta por

Khalil é um caso especial de derivada deformada conformável geral (DDCG).

4.4.4 Derivada de Gâteaux

Para obter uma de�nição mais geral para as derivadas deformadas, Zhao e Luo

[ZHAO; LUO, 2017] utilizam o conceito de derivada de Gâteaux.

De�nição 1: Suponha que X e Y são vetores espaciais topológicos localmente convexos,

U ⊂ X é aberto, e f : X −→ Y . A derivada de Gâteaux df(u;ψ) de f em u ∈ U na

direção ψ ∈ X é de�nida como

df(u;ψ) = lim
ε−→0

f(u+ εψ)− f(u)

ε
, (4.8)

se o limite existir.

De�nição 2: Suponha que X e Y são vetores espaciais topológicos localmente convexos,

U ⊂ X é aberto, e f : X −→ Y e ψ(u, ε, p) : X × R× R −→ X onde p ∈ R é um

parâmetro. A derivada de Gâteaux extendida (DGE) df(u;ψ) de f em u ∈ U na direção

ψ ∈ X é de�nida como

dfEG(u;ψ) = lim
ε−→0

f(u+ ψ(u, ε, p))− f(u)

ε
, (4.9)

se o limite existir.
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4.4.5 Derivada Deformada Conforme Geral

Seja ψ(u, p) uma função fracionária conforme e p ∈ (0, 1]. A derivada deformada

conforme geral é de�nida como [ZHAO; LUO, 2017]:

Dp
ψf(u) = lim

ε−→0

f(u+ εψ(u, p))− f(u)

ε
. (4.10)

A de�nição é local e a operação em qualquer função constante fornece o valor zero.

• OBS1: Quando ψ(u, p) = 1, Dp
ψf(u) recai na derivada usual de primeira ordem e

não tem relação com a ordem p;

• OBS2: Quando h(p) = 1, de tal modo que ψ(u, p) = u1−p, Dp
ψf(u) coincide com a

de�nição de Khalil [KHALIL et al., 2014]. Em outras palavras, a DDC é um caso

especial da DDCG;

• OBS3: O artigo [ZHAO; LUO, 2017] ainda conclui que a derivada deformada local,

proposta por Katugampola [KATUGAMPOLA, 2014], é um caso especial da deri-

vada de Gâteaux estendida. E também que as de�nições de Katugampola e Khalil

são relacionadas.

4.4.5.1 q-Derivadas

As q-derivadas surgem em um contexto da mecânica estatística de Tsallis [TSAL-

LIS, 2009; WEBERSZPIL; LAZO; HELAYËL-NETO, 2015]. A origem dessa abordagem

está na reformulação da entropia de Boltmann-Gibbs e na consequente deformação da

álgebra e da derivada, assim como para as funções exponencial e logarítmica, a saber

q-exponencial e q-logaritmo.

A nova álgebra deformada, que resulta dessa abordagem, se aplica de maneira ade-

quada a problemas relacionados a sistemas complexos, principalmente aqueles com métri-

cas fractais e multifractais, dinâmicas anômalas de transporte e fenômenos naturais [WE-

BERSZPIL; LAZO; HELAYËL-NETO, 2015; WEBERSZPIL; HELAYËL-NETO, 2016].

Na q-derivada, o parâmetro q recebe o nome de índice entrópico ou parâmetro de

deformação, que é responsável por caracterizar o desvio da dinâmica anômala, comparati-

vamente a dinâmica de sistemas mais simples. Uma proposta para o operador q-derivada

foi feita por Borges [BORGES, 2004], segue dada por:

Dqf(x) ≡ lim
y−→x

f(x)− f(y)

x	q y
= [1 + (1− q)x]

df(x)

dx
, (4.11)

onde,

x	q y ≡
x− y

1 + (1− q)y
com y 6= 1

q − 1
. (4.12)
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Borges também de�niu a q-integral, que mantém uma estrutura semelhante à da

integral imprópria de Riemann [WEBERSZPIL; HELAYËL-NETO, 2016].∫ t

a

f(x)dqx =

∫ t

a

f(x)

1 + (1− q)x
dx =

∫ t

a

f(x)dqx. (4.13)

Onde dqx = lim
y−→x

x	q y = 1
1+(1−q)xdx.

Na q-derivada, a regra do produto é semelhante as demais derivadas deformadas

locais, respeitando a regra do produto, ou de Leibniz:

Dq(fg) = gDqf + fDqg. (4.14)

Com essa nova álgebra, também é possível fazer a operação sobre a composição de funções

por meio da regra da cadeia.

Dq[f ◦ g](x) =
df(g(x))

dg
Dqg(x). (4.15)

A equação de condução de calor deformada pode ser tratada usando a q-derivada,

de maneira semelhante ao que esta sendo feito com a derivada conforme.
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5 APLICAÇÕES DO CÁLCULO DEFORMADO

5.1 Introdução

Neste capítulo, os problemas resolvidos no capítulo 2 e no capítulo 3 foram de-

formados, ou seja, foi introduzido um parâmetro de deformação β na derivada temporal,

obtendo assim novos problemas que terão soluções analíticas diferentes das já obtidas.

Foi utilizados os mesmos métodos abordados anteriormente, visando mostrar que

apesar das equações diferenciais parciais terem derivadas de ordem parametrizada, esses

métodos ainda são adequados para resolvê-las.

5.2 Soluções analíticas da equação de condução de calor deformada

Nesta etapa serão apresentados dois métodos de solução da equação de condução de

calor deformada, esses mesmos métodos foram utilizados para resolver a equação clássica

nos apêndices A e B.

5.2.1 Método da Transformada de Fourier

Considerando um problema de condução de calor em uma barra, isolada termica-

mente, homogênea e in�nita. Similar ao apresentado na eq.(2.12), porém substituindo

a derivada temporal de primeira ordem por uma derivada conforme de ordem β, onde

0 < β < 1.

∂βT (x,t)
∂tβ

= α∂
2T (x,t)
∂x2

, −∞ < x <∞,
T (x, 0) = f(x), −∞ < x <∞.

(5.1)

Considerando α = hα, onde h é uma constante de dimensionalização.. Assumindo

que o processo de condução de calor ocorre em ummeio in�nito e aplicando a transformada

de Fourier de maneira análoga a feita no apêndice A, obtém-se que:

dβT̂ (ω, t)

dtβ
= −4π2ω2αT̂ (ω, t), (5.2)

T̂ (ω, 0) = f̂(ω). (5.3)

Fazendo uso da propriedade 6 de derivada deformada conforme, calcula-se a deri-

vada deformada presente na eq.(5.2).



t1−β
dT̂ (ω, t)

dt
= −4π2ω2αT̂ (ω, t). (5.4)

É possível reorganizar a eq.(5.4) da seguinte maneira:

dT̂ (ω, t)

T̂ (ω, t)
= −4π2ω2αtβ−1dt. (5.5)

Integrando a eq.(5.5),tem-se:

ln T̂ (ω, t) = −4π2ω2α

∫
tβ−1dt, (5.6)

ln T̂ (ω, t) = −4π2ω2α
tβ

β
+ c, (5.7)

T̂ (ω, t) = Ce−4π2ω2α t
β

β . (5.8)

obtém-se então que a constante de integração pode ser obtida como

T̂ (ω, 0) = Ce−4π2ω2α 0β

β = f̂(ω), (5.9)

C = f̂(ω). (5.10)

Substituindo a eq.(5.10) na eq.(5.8),

T̂ (ω, t) = f̂(ω)e−4π2ω2α t
β

β , (5.11)

Usando-se o teorema da convolução e a transformada inversa de Fourier de uma

função Gaussiana, obtém-se T (x, t), como

T (x, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f(x)

√
βπ

αtβ
e−

(x−x)2β
4αtβ . (5.12)

Se a condição inicial for associada a função delta de Dirac, centrada na origem,

representa um pulso de calor, que dá início à propagação da energia térmica, tem-se então:

T (x, t) =
β√

4παtβ
e−

x2β

4αtβ . (5.13)

Esta é a solução analítica da equação de Fourier deformada via derivada conforme.

Nota-se que na eq.(5.13) o tempo está elevado a uma potência não inteira. Assim, a

solução possui um comportamento diferente no tempo, quando comparada com a solução

clássica, dada pela eq.(2.13).
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5.2.1.1 Interpretação Grá�ca

(a) t = 20s (b) t = 50s

(c) t = 100s (d) t = 200s

(e) t = 500s

Figura 5.1: Per�l de temperatura considerando α = 0, 001m2/s.

Na �gura 5.1, é analisado o comportamento do per�l de temperatura deformado,

para diferentes valores de β, de acordo com a variável espacial x. Pode-se notar que a

mudança do parâmetro de deformação produz, em todos os grá�cos, pequenas alterações

nas curvas.
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Observa-se que quanto menor o valor de β, maior é o valor da temperatura no

extremo inicial. Porém quando é analisado o extremo �nal, a temperatura tende a assumir

valores menores quando é analisado para tempos longos (5.1c5.1d, 5.1e), ou atingi o zero

mais rapidamente no caso dos tempo mais (5.1a, 5.1b).

Esta característica pode ser uma consequência, do fato de que ao serem conside-

rados valores menores para β, tem-se um material com uma estrutura mais complexa

di�cultando assim a condução de calor.

Vale destacar também, que quanto maior o tempo considerado mais evidente �ca

a in�uência dos valores de β no processo de condução representado.
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(a) (b)

Figura 5.2: Per�l de temperatura considerando α = 0, 001m2/s e x = 0, 5m.

(a) x = 0, 9m (b) x = 0, 5m

(c) x = 0, 1m

Figura 5.3: Per�l de temperatura considerando α = 0, 001m2/s e posições próximas ao
extremo �nal e ao extremo inicial.

Em todos os grá�cos representados a solução analítica do problema com derivada

de ordem inteira é a roxa, pois nela é considerado β = 1, que ao substituir na eq.(5.13),

recaí-se na eq.(2.13) encontrada no capítulo 2.
38



As �guras 5.2 e 5.3, analisam o comportamento da temperatura com o passar do

tempo. Para plotar os grá�cos foi preciso escolher posições especí�cas na barra.

Na �gura 5.2, foi escolhido analisar o meio da superfície para diferentes valores

de tempo. Posteriormente, na �gura 5.3, foi analisando o comportamento do per�l de

temperatura, em posições próximas aos extremos da superfície.

As curvas sofrem algumas alterações, em relação a roxa, ocasionadas pelos diferen-

tes valores de β. Destaca-se que as curvas que representam as soluções deformadas, não

conseguem atingir o mesmo pico de temperatura, que foi atingido para solução inteira, em

momento algum. Por isso parecem isolar mais, ou seja, conduzem menos e�cientemente.

O material representado pela curva com β maior parece ser melhor condutor térmico.
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O resultado encontrado, pode ser relevante quando aplicado em uma estrutura

com característica fractal. Pois ao considerar o parâmetro de deformação na derivada, é

possível encontrar uma solução que nos mostra a existência de uma certa di�culdade no

caminho para o �uxo de calor, tornando a estrutura mais isolante ao calor.

Observe que em ambos os casos quanto mais próximos de β = 1, mais próximos

chega-se da solução analítica clássica. Pode-se observar tal comportamento na �gura

abaixo.

(a) β = 0.95 (b) β = 0.97

(c) β = 0.99 (d) β = 1

Figura 5.4: Grá�cos comparativos considerando α = 0, 001m2/s e t = 100s
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5.2.2 Método de Separação de Variáveis

Considerando o seguinte problema de condução de calor em uma barra, limitada,

isolada termicamente e homogênea.

∂βT (x,t)
∂tβ

= α∂
2T (x,t)
∂x2

, 0 < x < l,

T (0, t) = T (l, t) = 0 t > 0;

T (x, 0) = T0sen
(
πx
l

)
x ∈ (0, l);

T βt (x, 0) = 0, x ∈ (0, l).

(5.14)

Onde, T0 é a temperatura inicial do problema e α = αh.

Assim como no capítulo 2, este problema acima é regido, pela mesma EDP que

o anterior 5.1, porém apresenta outras condições. Ao analisar as condições de contorno

fornecidas, percebe-se que o MSV é adequado para resolver o problema.

Explicitando a derivada deformada conforme via propriedade 6 e considerando

l = 1m, tem-se.
t1−β ∂T (x,t)

∂t
= α∂

2T (x,t)
∂x2

, 0 < x < 1,

T (0, t) = T (1, t) = 0 t > 0,

T (x, 0) = T0senπx x ∈ (0, 1),

t1−β ∂T (x,0)
∂t

= 0, x ∈ (0, 1).

(5.15)

Pelo método de separação de variáveis, é possível separar o problema da seguinte

maneira:

T (x, t) =
∞∑
n=1

ψn(x)φn(t), (5.16)

Substituindo a eq.(5.16) no problema 5.15, tem-se:

t1−βψn(x)dφn(t)
dt

= αφn(t)d
2ψn(x)
dx2

= −γ, 0 < x < 1,

ψn(0)φn(t) = ψn(1)φn(t) = 0 t > 0,

ψn(x)φn(0) = T0senπx x ∈ (0, 1),

t1−βψn(x)dφn(0)
dt

= 0, x ∈ (0, 1).

(5.17)

A partir dessa substituição, surgem dois problemas, a saber:

d2ψn(x)
dx2

+ γψn(x) = 0 0 < x < 1;

ψn(0) = ψn(1) = 0;

ψn(x) = senπx.

(5.18)

dφn(t)
dt

+ γαtβ−1φn(t) = 0 t > 0;

φn(0) = T0;
dφn(0)
dt

= 0.

(5.19)

Resolvendo o problema 5.18, os cálculos podem ser feitos de maneira análoga ao
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feito no apêndice B. Logo, seguindo os mesmos passos obtém-se que n = 1, e a seguinte

solução analítica para o problema:

ψ(x) = sen(πx). (5.20)

Note que o resultado é o mesmo encontrado para o problema com derivada clássica

B.2.4. Isso se justi�ca pelo fato de que o problema abordado nesta seção, possui apenas

derivada temporal deformada. Assim sendo, é de se esperar que apenas a parte temporal

da solução analítica seja alterada.

Resolvendo o problema 5.19, tem-se que:

dφn(t)

dt
= −γαtβ−1φn(t); (5.21)

φ(t) = C1e
−γαtβ
β ; (5.22)

Aplicado a condição de contorno, obtêm-se:

φ(t) = e
−γαtβ
β ; (5.23)

Então, substituindo as equações (5.20) e (5.23) em (5.16), a seguinte solução analí-

tica para a equação de condução de calor deformada, por separação de variáveis é obtida.

T (x, t) = T0sen(πx)e
−π2αtβ

β . (5.24)

É possível encontrar outros estudos, que obtiveram a solução analítica da equação

de condução de calor deformada de maneiras diferentes. Entre esses trabalhos, existe um

apresentado por Khalil e Abu-Shaab [KHALIL; ABU-SHAAB, 2015] e o apresentado por

Abu Hammad e Khalil [HAMMAD; KHALIL, 2014].
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5.2.2.1 Interpretação Grá�ca

(a) t = 1s (b) t = 10s

(c) t = 50s (d) t = 100s

(e) t = 500s

Figura 5.5: Per�l de temperatura considerando α = 0, 001m2/s e T0 = 20oC.

Assim como na seção anterior, em ambas as �guras a curva roxa equivalente a

solução analítica inteira, pois quando coloca-se β = 1 na eq.(5.24), volta-se a eq.(2.15).

Devido a diferentes condições que regem o problema analisado neste momento, os grá�cos

obtidos possuem comportamento bem diferentes dos da seção anterior.
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Como a nossa parte espacial, na eq.(5.24), é composta de uma função trigonomé-

trica seno, ao plotar o grá�co no espaço, obtém-se curvas que se assemelham a parábolas.

Porém, como nosso objetivo aqui é avaliar o comportamento de acordo com os

diferentes parâmetros de deformação, o tempo t = 100s basta. Note que quanto menor

o valor de β, a curva atinge temperaturas mais altas. Dependendo do fenômeno físico

em que estes conceitos serão aplicados, esta informação pode ser de grande relevância,

pois o comportamento detalhado nos grá�cos acima podem indicar novamente isolamento

térmico.

(a) x = 0, 1m (b) x = 0, 5m

(c) x = 0, 9m

Figura 5.6: Per�l de temperatura considerando α = 0, 001m2/s, e T0 = 20oC.

Na �gura 5.6, analisa-se o comportamento da temperatura em relação ao tempo,

note que logo no início do evento, segundo o grá�co, as alterações causadas no problema

são mínimas, tendo um intervalo de tempo que visualmente são quase irrelevantes.

Porém, no meio da barra essas variações já �cam evidentes, tornando assim im-

portante a presença do parâmetro de deformação, β, na solução. A �nal, mais uma vez,

o problema tende a aproximar as curvas, de certa forma isto já era esperando. Vendo

que o problema em questão não possui uma fonte geradora de calor constante, por isso a

temperatura diminui cada vez mais com o passar do tempo.
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Nota-se ainda que quanto menor for o valor de β, maior será o tempo necessário

para o decaimento da temperatura no material. O material associado à curva com β = 0.95

esfria mais lentamente que as demais. Ou seja, é melhor isolante térmico.

Conclui-se que materiais com valores menores para β, por terem estruturas menos

conexas ou mesmo fractais, di�cultam a transferência de calor. Isso poderia ser usado na

prática, para testar materiais. Caso o material esteja desgastado, a transferência de calor

�ca mais limitada, tornando este material um isolante térmico.

O grau de desgaste de um determinado material poderia ser indicado pelo parâ-

metro β. Assim, um espectroscopia térmica poderia ser criada para a indústria.

5.3 Equação de Cattaneo-Vernotte Deformada

No capítulo 3 foi obtida a ECV, a partir da lei de Fourier. Nesta etapa o objetivo

é obter a equação de Cattaneo-Vernotte deformada (ECVD). Para esse �m, faz-se uma

expansão deformada de Taylor, baseada na ref. [ABDELJAWAD, 2015].

q(x, t+ τ) ' q(x, t0) + τβ

β
∂βq
∂tβ

= −k∇T,
0 < β < 1, então

(5.25)

q(x, t0) +
τβ

β

∂βq

∂tβ
= −k∇T, (5.26)

Na eq.(5.26), é fácil ver que o �uxo de calor não ocorre mais instantaneamente,

e também depende da deformação da derivada. Fazendo as substituições apropriadas,

obtém-se:

∂T

∂t
+
τβ

β

∂

∂t

∂βT

∂tβ
=

k

ρc
∇2T, (5.27)

No entanto, esta não é a única maneira de encontrar formas deformadas da equação

de Cattaneo-Vernotte. Considerando a equação de continuidade com a derivada defor-

mada no tempo, reescrevendo-a da seguinte maneira:

∇q = −ρc∂
βT

∂tβ
, 0 < β < 1 (5.28)

Novamente, usando a derivada deformada ∂β

∂tβ
na equação de continuidade e fazendo

as substituições, obtém-se:

∂βT

∂tβ
+
τβ

β

∂β

∂tβ
∂βT

∂tβ
=

k

ρc
∇2T. (5.29)

Note que a eq.(5.29) tem um problema dimensional. Para resolver isso foi adicio-

nado um parâmetro de deformação h, que tem dimensão s1−β.
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∂βT

∂tβ
+
τβ

β

∂β

∂tβ
∂βT

∂tβ
= αh∇2T. (5.30)

Note que, se τ tende a zero, você tem de reobter ECCD, e assim a solução deve

coincidir. A equação acima foi escolhida como base para os próximos cálculos.

5.4 Soluções analíticas da equação de Cattaneo-Vernotte deformada

A seguir, será apresentados dois métodos para encontrar a solução da equação de

Cattaneo-Vernotte deformada. Os métodos escolhidos nessa parte do trabalho, são os

mesmos utilizados para resolver a ECV na forma usual, nos apêndices C e D.

5.4.1 Método da Solução Tentativa

Considerando a equação unidimensional de Cattaneo-Vernotte deformada (5.30),

que foi obtida na seção acima 5.3, utilizando esta equação para o mesmo problema estu-

dado na subseção 3.4.1:

∂βT (x,t)
∂tβ

+ τβ

β
∂β

∂tβ
∂βT (x,t)
∂tβ

= α∂
2T (x,t)
∂x2

, 0 < x < l

T (0, 0) = Th,

T (l, 0) = Ti.

(5.31)

Onde, α = hα, Th e Ti são as temperaturas impostas nos contornos. Sendo Ti a tempe-

ratura inicial do material estudado (no nosso caso carne processada), e Th a temperatura

da superfície que entrará em contato com o material (chapa aquecida).

Uma possível solução para o problema 5.31 foi proposta, a �m de incorporar as

variáveis x e t em uma função exponencial esticada.

T (x, t) = Aeaxebt
β

, (5.32)

Onde A, a, e b são constantes, com dimensões das grandezas de temperatura, espaço e

tempo, respectivamente. Substituindo a eq.(5.32) no problema proposto, e fazendo os

devidos cálculos das derivadas, tem-se:

Abβeaxebt
β

+ Ab2β2eaxebt
β τβ

β
= αAa2eaxebt

β

. (5.33)

Simpli�cando a equação acima

τββb2 + βb− αa2 = 0. (5.34)

Com uma simples análise dimensional, é possível perceber que, a eq.(5.34) respeita

as condições propostas no início do desenvolvimento do cálculos. Resolvendo esta equação,
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encontram-se os valores para a constante b.

b =
−β ±

√
β2 + 4τββαa2

2τββ
. (5.35)

Pode-se reescrever a eq.(5.32), da seguinte maneira:

T (x, t) = Aeaxe−
tβ

2τβ

[
e
tβ

2

√
1

τ2β
−4 α

βτβ

{
1
l
ln
Ti
Th

}2

+ e
− t

β

2

√
1

τ2β
−4 α

βτβ

{
1
l
ln
Ti
Th

}2
]

(5.36)

Para obter as demais constantes, faz-se necessário o uso das condições de contorno

do problema.

Substituindo então T (0, 0) = Th, na eq.(5.32), tem-se:

T (0, 0) = Aea0eb0
β

e0 + e0 = Th, (5.37)

2A = Th, (5.38)

A =
Th
2
. (5.39)

Substituindo então T (l, 0) = Ti, na eq.(5.32), tem-se:

T (l, 0) =
Th
2
ealeb0

β

e0 + e0 = Ti, (5.40)

The
al = Ti, (5.41)

eal =
Ti
Th
, (5.42)

al = ln

(
Ti
Th

)
, (5.43)

a =
1

l
ln

(
Ti
Th

)
(5.44)

Substituindo as equações (5.39 e 5.44) na (5.36), obtém-se a solução analítica do

problema 5.31 dada por:

T (x, t) = Th
2
e
x
l
ln
Ti
Th e−

tβ

2τβ{
e
tβ

2

√
1

τ2β
−4 α

βτβ

{
1
l
ln
Ti
Th

}2

+ e
− t

β

2

√
1

τ2β
−4 α

βτβ

{
1
l
ln
Ti
Th

}2
}

(5.45)
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5.4.1.1 Interpretação Grá�ca

(a) t = 100s. (b) t = 500s

Figura 5.7: Per�l de temperatura em tempos diferentes, considerando α = 1, 4.10−7m2/s,
T0 = 20oC, Th = 160oC e τ = 15s.

(a) x = 1mm (b) x = 2mm

(c) x = 3mm

Figura 5.8: Per�l de temperatura, em posições diferentes, considerando α =
1, 4.10−7m2/s, T0 = 20oC, Th = 160oC, e τ = 15s.
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Nas �guras acima, assim como nos casos anteriores a curva roxa representa a

solução inteira, pois ao substituir β = 1 na eq.(5.45), encontra-se a eq.(3.16).

A �gura 5.7 analisa o per�l de temperatura do problema regido pela ECVD, solu-

cionado por meio do método de solução tentativa. Note que as variações se tornam mais

perceptíveis, a medida que, escolhem-se valores maiores para o tempo.

Observe que quanto menor o valor de beta mais baixas são as temperaturas em

relação as demais curvas. Note que, novamente, isso indica que o material é um condutor

térmico pior do que os caracterizados pelo parâmetro beta maior. Elevar a temperatura

desse material é mais difícil e ele é melhor isolante térmico.

Na �gura 5.8, foi mantido o parâmetro t
τ
usado na �gura 3.2, pois foi tomado

como base o artigo da ref.[CHOI et al., 2016]. Foram feitas simulações para diferentes

posições. Porém, para os parâmetros considerados, a variação entre as curvas são quase

imperceptíveis.

5.4.1.2 Interpretação alternativa

Assim como foi feito no artigo da ref. [CHOI et al., 2016], e no C foi analisado sepa-

radamente alguns termos da equação. Para veri�car se existe alguma forma de simpli�car

a eq.(5.45), e obter uma solução particular, com outra interpretação..

Serão consideradas as duas funções abaixo, que fazem parte da eq.(5.45), porém

nesse momento serão analisadas separadamente.

f 1(t) = e
tβ

2

√
1

τ2β
−4 α

βτβ

{
1
l
ln
Ti
Th

}2

, (5.46)

f 2(t) = e
− t

β

2

√
1

τ2β
−4 α

βτβ

{
1
l
ln
Ti
Th

}2

, (5.47)
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(a) β = 0, 99 (b) β = 0, 97

(c) β = 0, 95

Figura 5.9: O comportamento das funções f 1 e f 2.

A �gura 5.9, mostra três grá�cos distintos, onde apesar dos diferentes valores para

o parâmetro de deformação β, as curvas se comportam de maneira semelhante a �gura

10.1.

Nos três casos referidos, observa-se que a curva que representa f 1 cresce exponen-

cialmente. Porém, a curva associada à f 2 assume valores desprezíveis com o aumento o

passar do tempo.

Com o auxílio do software MATLAB, foi traçada uma terceira curva, esta calcula

a soma das duas parcelas estudadas. Concluí-se assim, que quanto maior o tempo, menos

é a contribuição da curva f 2, deixando assim a soma das duas bem próxima da própria

f 1. Com isso, foi assumido que assim como foi feito na ref.[CHOI et al., 2016], a parcela

que representa f 2 na solução analítica pode ser descartada, mesmo que os valores de β

sejam diferentes. Simpli�cando assim a eq.(5.45), e propondo outra solução, com A=Th,

obtém-se:

T (x, t) = The
x
l
ln
Ti
Th e−

tβ

2τβ

{
e
tβ

2

√
1

τ2β
−4 α

βτβ

{
1
l
ln
Ti
Th

}2
}

(5.48)
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A eq.(5.48) é a solução particular, alternativa para ECVD por solução tentativa.

Analisando gra�camente esse resultado obtém-se:

(a) t = 100s. (b) t = 500s

Figura 5.10: Per�l de temperatura, para tempo diferentes, considerando α =
1, 4.10−7m2/s, T0 = 20oC, Th = 160oC, e τ = 15s.

5.4.2 Método de Separação de Variáveis

Note que a seção acima usa o método proposto na ref.[CHOI et al., 2016], mas

como o próprio autores concluem, apesar dele ser matematicamente bem mais simples,

dependendo do fenômeno abordado ele pode fornecer alguns resultados não muito precisos.

Logo, buscando mostrar que também é possível resolver uma EDP deformada por

um método mais tradicional, no próximo problema será usado o MSV.

Considerando a eq.(5.30), nesta subseção foi resolvido o problema que possui as

mesmas condições do apêndice D, tendo com base uma haste �na, homogênea, termica-

mente condutora, de seção transversal e difusividade térmica constantes.

∂βT
∂tβ

+ τβ

β
∂β

∂tβ
∂βT
∂tβ

= α∇2T 0 < x < 1,

T (0, t) = T (l, t) = 0, t > 0,

T (x, 0) = T0sen
(
πx
l

)
,

T βt (x, 0) = 0.

(5.49)

Assim como para a forma inteira, visando simpli�car os cálculos, o problema será

adimensionalisado. Para isto, é necessário fazer as seguintes substituições:

u =
T

T0

, X =
x

l
e θβ = tβ

(
α

l2

)
.

Obtendo assim o seguinte problema admensionalizado:
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(a) x = 1mm. (b) x = 2mm

(c) x = 3mm

Figura 5.11: Per�l de temperatura, para diferentes posições, considerando α =
1, 4.10−7m2/s, T0 = 20oC, Th = 160oC, e τ = 15s.

∂βu
∂θβ

+ τ0
∂β

∂θβ
∂βu
∂θβ

= ∂2u
∂X2 , 0 < X < 1,

u(0, θ) = u(1, θ) = 0, θ > 0,

u(X, 0) = sen(πX), X ∈ (0, 1),
∂uβ

∂θβ
(X, 0) = 0, X ∈ (0, 1).

(5.50)

Onde τ0 = τβα
βl2

, e sabendo que l = 1. Usando o método de separação de variáveis.

u(X, θ) =
∞∑
n=1

ψn(X)φn(θ). (5.51)

Obtém-se assim dois problemas:

d2ψn(X)
dX2 = −γψn(X), 0 < X < 1,

ψn(X) = sen(nπX),

ψn(0) = ψn(1) = 0.

(5.52)
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e

τ0
dβ

dθβ
dβφn(θ)
dθβ

+ dβφn(θ)
dθβ

= −γφn(θ), θ > 0,

φn(0) = 1,

θ1−β dφn(0)
dθ

= 0.

(5.53)

O problema 5.52 pode ser resolvido de maneira análoga a feita no apêndice D,

obtendo assim o mesmo resultado para a parte espacial:

ψ(X) = sen(πX). (5.54)

Agora resolvendo o problema 5.53, sabendo que n = 1. Pode-se propor φ(θ) =

Aeρ
θβ

β como uma possível solução deformada. Substituindo a proposta de solução, no

problema, obtém-se:

τ0
dβ

dθβ

dβ
(
Aeρ

θβ

β

)
dθβ

+

dβ
(
Aeρ

θβ

β

)
dθβ

= −γAeρ
θβ

β , (5.55)

Resolvendo as derivadas:

τ0Aρ
2e

ρθβ

β + Aρe
ρθβ

β = −γAeρ
θβ

β (5.56)

τ0ρ
2 + ρ+ γ = 0 (5.57)

É obtida uma equação característica (5.57), que tem como solução:

ρ =
−1±

√
1− 4τ0π2

2τ0

, (5.58)

ρ =
−1

2τ0

±
√

1− 4τ0π2

2τ0

, (5.59)

Será considerado:

ω =

√
1−4τ0π2

2τ0
=

√
4π2( 1

4π2
−τ0)

2τ0
= π

√
τc−τ0
τ0

, onde τc = 1
4π2 .

Mais uma vez, fazendo os cálculos de maneira análoga ao que foi realizado no

apêndice D, tem-se três casos:

• ∆ > 0;

τ0 < τc.

• ∆ = 0;

τ0 = τc.
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• ∆ < 0.

τ0 > τc.

No primeiro caso, quando ∆ > 0, signi�ca que existem duas raízes reais distintas

para equação, logo uma possível solução é:

φ(θ) = C1e

[
− 1

2τ0
+ω
]
θβ

β + C2e

[
− 1

2τ0
−ω
]
θβ

β , (5.60)

Aplicando as condições do problema θ1−β dφ(0)
dθβ

= 0 e φ(0) = 1, encontra-se as

seguintes constantes:

C1 = 2τ0+1
4τ0ω

,

C2 = −1+2τ0ω
4τ0ω

,
(5.61)

Substituindo as constantes encontradas (5.61), na eq.(5.60), tem-se:

φ(θ) =
2τ0 + 1

4τ0ω
e

[
− 1

2τ0
+ω
]
θβ

β +
−1 + 2τ0ω

4τ0ω
e

[
− 1

2τ0
−ω
]
θβ

β , (5.62)

Ao reorganizar a equação acima, encontra-se:

φ(θ) = e

[
− θβ

2τ0β

]
cosh

(
ωθβ

β

)
+
senh

(
ωθβ

β

)
√

1− 4π2τ0

. (5.63)

No segundo caso, quando ∆ = 0, existem duas raízes reais iguais, então a solução

será da forma:

φ(θ) = C1e

[
− 1

2τ0

]
θβ

β + C2
θβ

β
e

[
− 1

2τ0

]
θβ

β , (5.64)

Aplicando as condições do problema θ1−β dφ(0)
dθβ

= 0 e φ(0) = 1, é encontrado as

seguintes constantes:

C1 = 1,

C2 = 1
2τ0
,

(5.65)

Substituindo as constantes encontradas (5.65), na eq.(5.64), tem-se:

φ(θ) = 1e

[
− 1

2τ0

]
θβ

β +
1

2τ0

θβ

β
e

[
− 1

2τ0

]
θβ

β , (5.66)

Ao reorganizar a equação acima, encontra-se:

φ(θ) = e

[
− θβ

2τ0β

] [
1 +

θβ

2τ0β

]
. (5.67)

No último caso, quando ∆ < 0, existem duas raízes complexas para compor a

solução, assim:
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φ(θ) = C1e

[
− 1

2τ0

]
θβ

β cos

(
ωθβ

β

)
+ C2e

[
− 1

2τ0

]
θβ

β sen

(
ωθβ

β

)
, (5.68)

Aplicando as condições do problema θ1−β dφ(0)
dθβ

= 0 e φ(0) = 1, encontra-se as

seguintes constantes:

C1 = 1,

C2 = 1
2τ0ω

,
(5.69)

Substituindo as constantes encontradas (5.69), na eq.(5.68), tem-se:

φ(θ) = e

[
− 1

2τ0

]
θβ

β cos

(
ωθβ

β

)
+

1

2τ0ω
e

[
− 1

2τ0

]
θβ

β sen

(
ωθβ

β

)
, (5.70)

Ao reorganizar a equação acima, encontra-se:

φ(θ) = e

[
− θβ

2τ0β

] cos(ωθβ
β

)
+

sen
(
ωθβ

β

)
√
|1− 4π2τ0|

 . (5.71)

A solução do problema, é a junção das soluções aqui encontradas nas equações

(5.54), (5.63), (5.67) e (5.71):

u(X, θ) = sen(πX)e
− θβ

2τ0βΘ, (5.72)

Θ =


cosh

(
ωθβ

β

)
+

senh
(
ωθβ

β

)
√

1−4π2τ0
, para τ0 < τc[

1 + θβ

2τ0β

]
, para τ0 = τc[

cos
(
ωθβ

β

)
+

sen
(
ωθβ

β

)
√
|1−4π2τ0|

]
. para τ0 > τc

(5.73)

Reescrevendo 5.72 e 5.73, de maneira dimensional:

T (x, t) = T0sen(πx)e
− tβα

2τ0βΘ. (5.74)

Θ =


cosh

(
ωtβα
β

)
+

senh
(
ωtβ

β

)
√

1−4π2τ0
, para τ0 < τc[

1 + tβα
2τ0β

]
, para τ0 = τc[

cos
(
ωtβα
β

)
+

sen
(
ωtβα
β

)
√
|1−4π2τ0|

]
. para τ0 > τc

(5.75)

Onde τc = 1
4π2 e τ0 = τβα

βl2
.
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5.4.2.1 Interpretação Grá�ca

Analisando a eq.(5.74) por meio de grá�cos. Veri�cando assim sua validade. Ob-

serve que nas �guras representadas abaixo, a curva em roxo refere-se ao valor de β = 1,

ou seja, é quando obtém-se a solução dada pela eq.(3.21), obtida através do problema

3.18, que não possui deformação.

(a) τ = 10s e τ0 < τc. (b) Considerando τ = 25.33029...s tem-se: τ0 < τc
para β 6= 1 e τ0 = τc para β = 1.

(c) τ = 50s e τ0 > τc.

Figura 5.12: Per�l de temperatura considerando α = 0, 001m2/s, T0 = 20oC e t = 1s.
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(a) τ = 10s e τ0 < τc. (b) Considerando τ = 25.33029...s tem-se: τ0 < τc
para β 6= 1 e τ0 = τc para β = 1.

(c) τ = 50s e τ0 > τc.

Figura 5.13: Per�l de temperatura considerando α = 0, 001m2/s, T0 = 20oC e t = 100s

Note que para t = 1s, os diferentes parâmetros de deformação ainda não produ-

zem alterações entre as curvas, que correspondem a mesma curva obtida para a solução

analítica clássica da ECV 3.21.

Porém na �gura 5.13, percebe-se que para t = 100s, as diferenças entre as curvas

para diferentes β �cam mais explícitas. Onde para β menores, a temperatura atinge

valores mais elevados.
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(a) τ = 10s e τ0 < τc. (b) τ = 25.33029...s, τ0 < τc para β 6= 1 e e τ0 = τc
para β = 1.

(c) τ = 50s e e τ0 > τc.

Figura 5.14: Per�l de temperatura considerando α = 0, 001m2/s, T0 = 20oC e x = 0, 2m
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(a) τ = 10s e τ0 < τc. (b) τ = 25.33029...s, τ0 < τc para β 6= 1 e e τ0 = τc
para β = 1.

(c) τ = 50s e e τ0 > τc.

Figura 5.15: Per�l de temperatura considerando α = 0, 001m2/s, T0 = 20oC e x = 0, 5m
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(a) τ = 10s e τ0 < τc. (b) τ = 25.33029...s, τ0 < τc para β 6= 1 e e τ0 = τc
para β = 1.

(c) τ = 50s e e τ0 > τc.

Figura 5.16: Per�l de temperatura considerando α = 0, 001m2/s, T0 = 20oC e x = 0, 9m

As �guras 5.14, 5.15 e 5.16, referem-se as curvas para diferentes valores de β, nas

posições x = 0, 22m, x = 0, 5m e 0, 9m. Note que em 5.14b, 5.15b e 5.16b, exste uma

grande divergência, entre a solução analítica clássica (β = 1) e as demais. Isso ocorre

porque como a solução analítica encontrada na eq.(5.74), é dividida em casos, quando o

β = 1 recaí-se diante do caso onde τ0 = τc. Porém, quando β 6= 1 tem-se o caso onde

τ0 < τc.
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(a) (b) τ −→ 0s.

Figura 5.17: Per�l de temperatura considerando α = 0, 001m2/s, T0 = 20oC e t = 100s.

Assim como em 3.4.2.1, é possível comparar as soluções encontradas para equação

de Cattaneo-Vernotte deformada e para equação de Fourier deformada, obtidas através

da solução dos problemas via separação de variáveis. Note que assim como em 3.7, os

grá�cos são exatamente iguais, com isso é veri�cado que mesmo na forma deformada,

quando considera-se τ tendendo a zero na equação de Cattaneo-Vernotte, ela recai na

equação de Fourier deformada.

61



6 MÉTODO NUMÉRICO

6.1 Modelagem Computacional

Em inúmeras situações de processos físicos surge com a necessidade de uma imple-

mentação numérica, para a solução do problema abordado. A simulação computacional

vem se tornando um bom método para aumentar a e�ciência e agilidade na interpretação

de alguns problemas de condução de calor. Porém exigem um domínio aprofundado do

ferramental matemáticos e computacional.

Segundo [ARAÚJO; MENDES; BASTOS, 2001], modelar processos e situações físi-

cas signi�ca identi�car todos os fatores que fazem parte do cenário de desenvolvimento do

produto ou acontecimento, entendendo seu inter-relacionamento e as reações no decorrer

do tempo.

Sendo uma área de conhecimento multidisciplinar, é possível encontrar estudos

envolvendo a modelagem computacional em contextos tão vastos quanto as engenharias,

ciências exatas, biológicas, humanas e economia. A engenharia mecânica, por exemplo,

utiliza diversos tipos de simulações computacionais para obter melhorias em máquinas,

deslocamentos de �uidos, equipamentos, transferência de calor, entre outras.

O autor [DE FREITAS et al., 2015], busca algumas generalizações para a equação

de Richards, que governa o fenômeno de in�ltração da água, em meios porosos. Devido o

uso do cálculo fracionário, torna-se necessário o uso de programas computacionais, para

simular numericamente o problema, por isso o autor usou o método de diferenças �nitas.

A transferência de calor também é uma área bem explorada na modelagem compu-

tacional. A própria ECV já foi utilizada como base em numerosos estudos. Dependendo

do fenômeno que se deseja modelar, a simulação numérica se mostra bem mais e�ciente e

até mesmo menos trabalhosa do que buscar a solução analítica.

Em seu artigo, [MICKENS; JORDAN, 2004], utilizam um esquema de diferenças

�nitas não padrão, para um problema em uma haste sólida e �na, em que a condução

de calor dentro dela é regida pela lei de Cattaneo-Vernotte. O autores realizam uma

comparação entre a solução analítica e a numérica para �nalizar as conclusões do artigo.

Em 2016, [DA SILVA, 2016] deu uma contribuição a esse estudo [MICKENS; JOR-

DAN, 2004], mostrando-se que o método não-usual de DF, é usado para melhorar as taxas

de convergência, recuperar as propriedades qualitativas, elimina as oscilações não lineares,

conseguir estabilizar ou dar consistência.

A aplicação de soluções numéricas na ECV são extremamente abrangentes. Outro

trabalho dedicado para tal estudo [CHEYUO, 2015], propôs uma ECV fracionária em um

meio semi in�nito médio. Além de resolver analiticamente, o autor utilizou um esquema

de DF implícita para obter a solução numérica, e assim comparou as soluções.



A busca por modelar computacionalmente alguns dos problemas propostos nesse

trabalho, traz mais consistência a pesquisa, abrindo o campo de aplicação até mesmo para

equações não lineares ou/e com condições não lineares, visto que grande parte dos proble-

mas reais, se enquadram nesse per�l e por isto possuem soluções analíticas extremamente

difíceis de serem encontradas ou até mesmo impossíveis.

Foram de�nidos então alguns conceitos básicos para a implementação do método

de (DF), para assim aplicá-lo em dois dos nossos problemas, tanto na forma deformada,

quanto na forma inteira.

6.2 Série de Taylor

Seja f : (a, b) × (0, T ) ←→ R uma função derivável até a ordem n + 1 em (a, b)

com ∂(n+1)u
∂x(n+1) contínua em (a, b) e seja x ∈ (a, b). Então existem um ε ∈ (a, b) tal que [DE

OLIVEIRA, 2016];

u(x+ ∆x, t) = u(x, t) + ∆x
∂u(x, t)

∂x
+

∆x2

2!

∂2u(x, t)

∂x2
+

∆x3

3!

∂3u(x, t)

∂x3
+ · · ·

+
∆xn−1

(n− 1)!

∂n−1u(x, t)

∂xn−1
+

∆xn

n!

∂nu(x, t)

∂xn
+O(∆xn+1).

(6.1)

Onde o erro de Langrange é dado por:

O(∆xn+1) =
(∆xn+1

(n+ 1)!

∂n+1u(ε, t)

∂xn+1
. (6.2)

A Série de Taylor relaciona os valores da função e suas derivadas, num ponto x,

com valores dessa mesma função numa vizinhança de x. Quando x = 0, chama-se de Série

de Mac-Laurin.

6.3 Método de Diferenças Finitas

No método de DF, as derivadas são aproximadas pela diferença entre os valores

das soluções discretas e as soluções são aproximadas, através da série de Taylor.

O método de DF discretiza as variáveis, deste modo, as derivadas existentes são

substituídas. Usando-se a série de Taylor para calcular as soluções discretas da função.

Calculando assim a diferença entre essas soluções, e substituindo as derivadas.

6.3.0.1 Diferença �nita progressiva no tempo

Neste caso, o objetivo é encontrar o operador de diferenças progressivas para a

derivada de primeira ordem no tempo, e para isto, desenvolve-se a série de Taylor. Neste
63



primeiro momento, sera considerado apenas até n = 1 [DE OLIVEIRA, 2016].

u(x, t+ ∆t) = u(x, t) + ∆t
∂u(x, t)

∂t
+O(∆t2). (6.3)

∂u(x, t)

∂t
=
u(x, t+ ∆t)− u(x, t)

∆t
+O(∆t). (6.4)

Sabendo que O(∆t) := −O(∆t2)
∆t

.

Acima encontra-se a derivada temporal de 1o ordem, para encontrar a derivada de

2o ordem, mais uma vez expandindo a série de Taylor, porém até n = 3.

u(x, t+ ∆t) = u(x, t) + ∆t
∂u(x, t)

∂t
+

∆t2

2!

∂2u(x, t)

∂t2
+

∆t3

3!

∂3u(x, t)

∂t3
+O(∆t4). (6.5)

6.3.0.2 Diferença �nita regressiva no tempo

Neste caso, o objetivo é encontrar o operador de diferenças regressivas para a

derivada de primeira ordem no tempo, e para isto, será desenvolvida a série de Taylor,

porém apenas até n = 1 [DE OLIVEIRA, 2016].

u(x, t−∆t) = u(x, t)−∆t
∂u(x, t)

∂t
+O(∆t2). (6.6)

∂u(x, t)

∂t
=
u(x, t)− u(x, t−∆t)

∆t
+O(∆t). (6.7)

Sabendo que O(∆t) := −O(∆t2)
∆t

.

Assim como o que aconteceu acima, foi encontrado a derivada de ordem 1 no tempo.

Novamente, expandindo-se a série de Taylor, até n = 3.

u(x, t−∆t) = u(x, t)−∆t
∂u(x, t)

∂t
+

∆t2

2!

∂2u(x, t)

∂t2
− ∆t3

3!

∂3u(x, t)

∂t3
+O(∆t4). (6.8)

6.3.0.3 Diferença �nita centrada no tempo

Para derivada de segunda ordem no tempo encontra-se o operador de diferenças

centradas, logo somando a eq.(6.5) e a eq.(6.8), tem-se:

u(x, t+ ∆t) + u(x, t−∆t) = 2u(x, t) + ∆t2
∂2u(x, t)

∂t2
+ 2O(∆t4). (6.9)

∂2u(x, t)

∂t2
=
u(x, t+ ∆t)− 2u(x, t) + u(x, t−∆t)

∆t2
+O(∆t). (6.10)

Sabendo que O(∆t) := −2O(∆t4)
∆t2

.
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6.3.0.4 Diferença �nita centrada no espaço

Para derivada de segunda ordem no espaço encontra-se o operador de diferenças

centradas, considerando a série de Taylor desenvolvida até a quarta parcela, fazendo assim

um truncamento em n = 3 [DE OLIVEIRA, 2016].

Diferença �nita progressiva no espaço

u(x+ ∆x, t) = u(x, t) + ∆x
∂u(x, t)

∂x
+

∆x2

2!

∂2u(x, t)

∂x2
+

∆x3

3!

∂3u(x, t)

∂x3
+O(∆x4). (6.11)

Diferença �nita regressiva no espaço

u(x−∆x, t) = u(x, t)−∆x
∂u(x, t)

∂x
+

∆x2

2!

∂2u(x, t)

∂x2
− ∆x3

3!

∂3u(x, t)

∂x3
+O(∆x4). (6.12)

Para obter a diferença �nita centrada basta somar a eq.(6.11) e a eq.(6.12).

u(x+ ∆x, t) + u(x−∆x, t) = 2u(x, t) + ∆x2∂
2u(x, t)

∂x2
+ 2O(∆x4). (6.13)

∂2u(x, t)

∂x2
=
u(x+ ∆x, t)− 2u(x, t) + u(x−∆x, t)

∆x2 +O(∆x). (6.14)

Sabendo que O(∆x) := −2O(∆x4)
∆x2

.

6.4 Modelagem numérica da equação de condução de calor clássica

Considerando o problema já resolvido analiticamente 2.14. Para igualar a notação

acima, considerando T = u.

∂u(x,t)
∂t

= α∂
2u(x,t)
∂x2

, 0 < x < l,

u(0, t) = u(l, t) = 0 t > 0;

u(x, 0) = T0sen
(
πx
l

)
x ∈ (0, l);

ut(x, 0) = 0, x ∈ (0, l).

(6.15)

Para iniciar a equação de condução de calor será discretizada. Usam-se os ope-

radores de diferenças �nitas progressivas 6.4 e centradas 6.14, para a aproximação das

derivadas de primeira ordem no tempo e segunda ordem no espaço. Obtendo então:

u(x, t+ ∆t)− u(x, t)

∆t
= α

u(x+ ∆x, t)− 2u(x, t) + u(x−∆x, t)

∆x2 , (6.16)

Com resíduos da ordem de O(∆t) e O(∆x). A equação acima nos motiva a usar a

seguinte notação para facilitar o entendimento.
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un+1
j − unj

∆t
= α

[
unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2

]
, (6.17)

un+1
j = α∆t

[
unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2

]
+ unj , (6.18)

De�nindo σ = α ∆t
∆x2

, tem-se:

un+1
j = (1− 2σ)unj + σ(unj+1 + unj−1). ∀n ∈ N (6.19)

Com a eq.(6.19), tem-se um esquema numérico explícito, onde a solução no instante

de tempo n + 1, depende apenas das soluções em passos de tempos anteriores. Fazendo

as simulações numéricas no software Matlab, obtém-se os seguintes resultados:

(a) t = 10s (b) t = 100s

Figura 6.1: Análise comparativa da solução numérica e analítica, considerando α =
0, 001m2/s e T0 = 20oC.

Para obter a curva referente a solução numérica na �gura 6.1a, foi considerado

J + 1 = 20 e N + 1 = 20, com isso nosso domínio foi um quadrado com J.N = 361 pontos

interiores. A �gura 6.1b, foi mantido J + 1 = 20, porém como o tempo de observação

escolhido foi maior, foi considerado então N + 1 = 50, e assim obtém-se um retângulo

como domínio com J < N = 931 pontos interiores.

Os grá�cos acima, deixam claro que o método escolhido (DF) é e�ciente quando

comparado com a solução analítica encontrada pela eq.(2.15). Concluí-se também, que

ao ser aumentado o número de pontos interiores , como foi feito abaixo, mais precisa a

curva se torna, porém o custo computacional eleva.
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Figura 6.2: Análise comparativa da solução numérica e analítica, considerando α =
0, 001m2/s, T0 = 20oC, t = 100s e N = 99.

6.5 Modelagem numérica da equação de condução de calor deformada

Considerando o problema já resolvido analiticamente 5.14. Para igualar a notação

acima, considerando T = u.

∂βu(x,t)
∂tβ

= α∂
2u(x,t)
∂x2

, 0 < x < l,

u(0, t) = u(l, t) = 0 t > 0;

u(x, 0) = T0sen
(
πx
l

)
x ∈ (0, l);

uβt (x, 0) = 0, x ∈ (0, l).

(6.20)

Aplicando a propriedade 6 de derivada deformada conforme, o problema 6.20 é

reescrito da seguinte maneira:

t1−β ∂u(x,t)
∂t

= α∂
2u(x,t)
∂x2

, 0 < x < l,

u(0, t) = u(l, t) = 0 t > 0;

u(x, 0) = T0sen
(
πx
l

)
x ∈ (0, l);

t1−βut(x, 0) = 0, x ∈ (0, l).

(6.21)

erá feito a discretização do problema 6.21 de maneira análoga ao da seção anterior.

Serão usados os operadores de diferenças �nitas progressivas 6.4 e centradas 6.14 para a

aproximação da derivada de primeira ordem no tempo e da derivada de segunda ordem

no espaço, tem-se então:

t1−β
u(x, t+ ∆t)− u(x, t)

∆t
= α

u(x+ ∆x, t)− 2u(x, t) + u(x−∆x, t)

∆x2 , (6.22)
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Com resíduos da ordem de O(∆t) e O(∆x). Será mantido o uso da notação usada

na seção anterior, visando simpli�car a escrita dos cálculos

t1−β
un+1
j − unj

∆t
= α

[
unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2

]
, (6.23)

un+1
j − unj

∆t
= αtβ−1

[
unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2

]
, (6.24)

un+1
j = αtβ−1∆t

[
unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2

]
+ unj , (6.25)

De�nindo σ = αtβ−1 ∆t
∆x2

. Recaindo na mesma solução encontrada na eq.(6.19),

porém agora com um σ diferente do anterior:

un+1
j = (1− 2σ)unj + σ(unj+1 + unj−1). ∀n ∈ N (6.26)

Com a eq.(6.26), tem-se um esquema numérico explícito, onde a solução no instante

de tempo n + 1, depende apenas das soluções em passos de tempos anteriores. Fazendo

as simulações numéricas no software Matlab, obtém-se o seguinte resultado:

(a) N + 1 = 50. (b) N + 1 = 100

Figura 6.3: Análise comparativa das soluções numérica e analítica deformadas e a analítica
inteira, considerando α = 0, 001m2/s, T0 = 20oC, t = 100s e β = 0.95.

Na �gura 6.3, foi feito a comparação das três soluções obtidas para o problema

de condução de calor clássico, que possui condições de contorno e condição inicial. Note

que na �gura 6.3a, utiliza-se apenas 931 pontos interiores, já em 6.3b tem-se 1881 pontos

interiores. Chega-se a conclusão que, quanto mais pontos é considerado, mais precisa a

curva que representa a solução numérica �ca.

Duas curvas representam o problema 5.14, possuindo assim uma deformação na

derivada temporal. A curva em vermelho é a nossa solução analítica deformada 5.24 e

a azul é a solução aproximada feita pelo método de diferenças �nitas 6.26. Note que
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a solução analítica condiz aproximadamente com a numérica, mostrando assim que o

método DF, é satisfatório.

Portanto, pode-se concluir que, mesmo com as derivadas deformadas embutidas

no nosso problema, é possível aplicar métodos numéricos em nosso problema e obter uma

solução que coincidem com a solução analítica.

Outra observação importante, é a diferença explícita entre essas duas curvas, que

representam as soluções deformadas, e a curva amarela, que representa a solução analítica

inteira. Para o valor do parâmetro de deformação escolhido, a diferença de temperatura

�cou mais evidente.

Essa divergência, in�uencia no comportamento de muito fenômenos de natureza

complexa. Justi�cando assim o uso do cálculo deformado em algumas situações. Para

determinar de fato, quando o uso do cálculo deformado fornecerá resultados mais precisos,

é necessária uma veri�cação com base em evidências experimentais.

Mas é claro que essas conclusões abrem caminhos para muitas outras pesquisas,

uma delas é qual o valor do parâmetro de deformação que dever ser colocado em cada

caso. Nosso trabalho tem como um de seus objetivos expor a funcionalidade dos métodos

tradicionais, quando aplicados nesses problemas deformados. O aprofundamento de alguns

tópicos terão que ser desenvolvidos em alguns outros trabalhos no futuro.

No momento, é possível ainda visualizar por meio do grá�cos, que quanto mais

nosso parâmetro de deformação �ca próximo do valor 1, chega-se mais próximo da curva

analítica de ordem inteira (como já foi mencionado nas análises feitas no capítulo 5).

(a) β = 0, 97. (b) β = 0, 99

Figura 6.4: Análise comparativa das soluções numérica e analítica deformadas e a analítica
inteira, considerando α = 0, 001m2/s, T0 = 20oC, t = 100s, J + 1 = 20 e N + 1 = 100.

6.6 Modelagem numérica da equação de Cattaneo-Vernotte clássica

Considerando o problema 3.18. Onde T = u.
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∂2u(x,t)
∂t2

+ 1
τ
∂u(x,t)
∂t

= α
τ
∂2u(x,t)
∂x2

, −0 < x < l,

u(0, t) = u(l, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = T0sen
(
πx
l

)
, x ∈ (0, l),

∂u
∂t

(x, 0) = 0, x ∈ (0, l).

(6.27)

Inicialmente, discretizando a ECV, assim como foi feito anteriormente para ECCC

e ECCD. Para isso, será usado os operadores de diferenças �nitas progressivas 6.4 e

centradas 6.10 e 6.14.

u(x,t+∆t)−2u(x,t)+u(x,t−∆t)

∆t2
+ 1

τ
u(x,t+∆t)−u(x,t)

∆t
=

α
τ
u(x+∆x,t)−2u(x,t)+u(x−∆x,t)

∆x2
,

(6.28)

Com resíduos da ordem de O(∆t) e O(∆x). A equação acima nos motiva a usar a

seguinte notação para facilitar o entendimento.

[
un+1
j − 2unj + un−1

j

∆t2

]
+

1

τ

[
un+1
j − unj

∆t

]
=
α

τ

[
unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2

]
, (6.29)

un+1
j − 2unj + un−1

j = −∆t2

τ

[
un+1
j − unj

∆t

]
+ ∆t2

α

τ

[
unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2

]
, (6.30)

un+1
j = 2unj − un−1

j −
un+1
j ∆t

τ
+
unj ∆t

τ
+ ∆t2

α

τ

[
unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2

]
, (6.31)

un+1
j

(
1 +

∆t

τ

)
=

(
2 +

∆t

τ

)
unj − un−1

j + ∆t2
α

τ

[
unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2

]
, (6.32)

un+1
j =

(
2 + ∆t

τ

)
unj − un−1

j + ∆t2 α
τ

[
unj+1−2unj +unj−1

∆x2

]
(
1 + ∆t

τ

) . (6.33)

Com a eq.(6.33), tem-se um esquema numérico explícito, onde a solução no instante

de tempo n + 1, depende apenas das soluções em passos de tempos anteriores. Fazendo

as simulações numéricas no software Matlab, obtém-se os seguintes resultados:
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(a) τ = 10s. (b) τ = 50s

Figura 6.5: Análise comparativa das soluções numérica e analítica da equação de
Cattaneo-Vernotte, considerando α = 0, 001m2/s, T0 = 20oC e t = 10s.

Na �gura 6.5, nas curvas considerando o t = 10s, é possível visualizar que nos

grá�cos as curvas parecem ser iguais.

(a) τ = 10s. (b) τ = 50s

Figura 6.6: Análise comparativa das soluções numérica e analítica da equação de
Cattaneo-Vernotte, considerando α = 0, 001m2/s, T0 = 20oC e t = 100s.

Para obter a curva referente a solução numérica na �gura 6.5, foi considerado,

outra vez, J + 1 = 20 e N + 1 = 20. Na �gura 6.6, foi escolhido, novamente, N + 1 = 50,

vendo que o tempo considerado foi de 100 segundos.

A medida que é considerado esse valor para o tempo, uma pequena diferença nas

soluções aparece. Em valores de x próximos do meio da superfície, essa diferença é um

pouco mais evidente, quando considera-se τ = 50s.

Os grá�cos acima, deixam claro que o método escolhido (DF) é e�ciente quando

comparado com a solução analítica encontrada pela eq.(3.21). Nota-se também, que a

medida que o tempo aumenta, existe um pequena diferença entre os grá�cos, que pode

ser facilmente resolvida, se o número de pontos interiores na discretização for aumentado.
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6.7 Modelagem numérica da equação de Cattaneo-Vernotte deformada

Considerando o problema 5.49. Onde T = u.

∂βu
∂tβ

+ τβ

β
∂β

∂tβ
∂βu
∂tβ

= α∇2u 0 < x < 1,

u(0, t) = u(l, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = T0sen
(
πx
l

)
,

uβt (x, 0) = 0.

(6.34)

Antes de começar a discretização, será aplicada a propriedade 6, na equação deformada.

t1−β
∂u

∂t
+
τβ

β

∂β

∂tβ

[
t1−β

∂u

∂t

]
= α

∂2u

∂x2
, (6.35)

t1−β
∂u

∂t
+
τβ

β
(1− β)t1−2β ∂u

∂t
+
τβ

β
t2−2β ∂

2u

∂t2
= α

∂2u

∂x2
, (6.36)

Para facilitar a aplicação do método de diferenças �nitas, será considerado γ1 =

t1−β, γ2 = τβ

β
(1− β)t1−2β e γ3 = τβ

β
t2−2β. Tem-se então:

(γ1 + γ2)
∂u

∂t
+ γ3

∂2u

∂t2
= α

∂2u

∂x2
, (6.37)

Substituindo as derivadas pelos operadores de diferenças �nitas progressivas 6.4 e

centradas 6.10 e 6.14. Tem-se que:

(γ1 + γ2)
[
u(x,t+∆t)−u(x,t)

∆t

]
+ γ3

[
u(x,t+∆t)−2u(x,t)+u(x,t−∆t)

∆t2

]
=

α
[
u(x+∆x,t)−2u(x,t)+u(x−∆x,t)

∆x2

]
,

(6.38)

Com resíduos da ordem de O(∆t) e O(∆x). Reescrevendo a equação acima, de

maneira mais simpli�cada.

(γ1 + γ2)
un+1
j − unj

∆t
+ γ3

[
un+1
j − 2unj + un−1

j

∆t2

]
= α

[
unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2

]
, (6.39)

γ3u
n+1
j −2γ3u

n
j +γ3u

n−1
j = −(γ1 +γ2)∆t(un+1

j −unj )+α∆t2
[
unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2

]
, (6.40)

γ3u
n+1
j = 2γ3u

n
j −γ3u

n−1
j − (γ1 +γ2)∆tun+1

j + (γ1 +γ2)∆tunj +α∆t2
[
unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2

]
,

(6.41)
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un+1
j =

(2γ3 + (γ1 + γ2)∆t)unj − γ3u
n−1
j + α∆t2

[
unj+1−2unj +unj−1

∆x2

]
(γ3 + (γ1 + γ2)∆t)

, (6.42)

Com a eq.(6.42), obtém-se um esquema numérico explícito, onde a solução no

instante de tempo n + 1, depende apenas das soluções em passos de tempos anteriores.

Fazendo as simulações numéricas no software Matlab, obtém-se os seguintes resultados:

(a) τ = 10s. (b) τ = 50s

Figura 6.7: Análise comparativa das soluções numérica, analítica deformada e a analítica
inteira, considerando α = 0, 001m2/s, T0 = 20oC, t = 100s e β = 0, 95.

(a) τ = 10s. (b) τ = 50s

Figura 6.8: Análise comparativa das soluções numérica, analítica deformada e a analítica
inteira, considerando α = 0, 001m2/s, T0 = 20oC, t = 100s e β = 0, 97.
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(a) τ = 10s. (b) τ = 50s

Figura 6.9: Análise comparativa das soluções numérica, analítica deformada e a analítica
inteira, considerando α = 0, 001m2/s, T0 = 20oC, t = 100s e β = 0, 99.

Assim como nas subseções acima, as curvas que representam a solução numérica

deformada (6.42) e a solução analítica deformada (5.74), estão bem próximas, principal-

mente quando τ = 10s.

Nas �guras, 6.7, 6.8 e 6.9, foram feitas as comparações das três soluções obtidas

para o problema regido pela equação de Cattaneo-Vernotte (3.18, 5.49, 6.34).

A curva em vermelho corresponde a solução do problema na sua forma deformada

feito pelo método de separação de variáveis. A curva em azul, é o mesmo problema de-

formado, porém ao invés de resolvido analiticamente, foi utilizado o método de diferenças

�nitas, e assim obtém-se uma solução numérica.

Note que, como esperado a solução analítica e numérica do modelo deformado,

tende a coincidir, a medida que é considerado mais pontos interiores.

A terceira curva presente nas �guras (em amarelo), corresponde ao problema de

Cattaneo-Vernotte, na versão usual. Ela possui uma diferença maior em relação as outras,

devido a escolha do parâmetro de deformação. Porém, na �gura 6.9 essa diferença diminui

devido a proximidade do valor escolhido para β de 1.

Novamente o método numérico coincide com as soluções analíticas encontradas,

e mostra que o cálculo deformado pode nos fornecer resultados um pouco diferentes do

cálculo usual. Algo que, quando comparado com dados experimentais, pode se ajustar

melhor a estes, fornecendo uma modelagem mais precisa de alguns fenômenos físicos.
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7 CÁLCULO VARIACIONAL DEFORMADO

7.1 Cálculo Variacional

Neste capítulo será apresentado um método variacional capaz de obter as equações

de Euler Lagrange, que descrevem a dinâmica de condução de calor. O cálculo variacional

clássico não permite tratar adequadamente sistemas não conservativos.

Foi proposto funcionais de ação para um problema variacional, com derivadas de-

formadas embutidas na função lagrangiana L, permitindo lidar com sistemas conservativos

e não conservativos. Esse formalismo abrange a mecânica quântica e clássica, sistemas

complexos e teoria de campo.

Nessa abordagem, considera-se um sistema variacional que envolve derivadas defor-

madas locais, tais como a derivada conforme, a derivada de Hausdor�, a de Katugampola

ou q-derivada. Podendo assim generalizar o problema por uma lagrangiana que depende

também da maior ordem da derivada deformada.

7.2 Abordagem Variacional com derivadas embebidas

Foram usadas duas abordagens para encontrar as equações de condução de calor

de Fourier e não Fourier, clássicas e deformadas.

A primeira foi proposta no trabalho [LEOPOLDINO et al., 2019], onde o autor

considera um problema variacional, com derivadas estruturais chamadas de Hausdor�,

que em alguns casos são equivalentes a derivada deformada conforme.

Considerando um funcional com derivadas deformadas:

J [y] =

∫ b

a

L(x, y,D1
xy,βD

β
xy,βD

β
x(D1

xy))dx

O processo δ-variacional é usual. Note que, no intervalo [a, b] o funcional e a forma

intervalar tem derivada deformada.

Para encontrar a equação estendida de Euler-Lagrange, introduzindo a seguinte

equação β-deformada no funcional J [y], e assim encontrar a condição para que J [y] tenha

mínimo local.

Considerando um novo funcional deformado dependente do parâmetro ε, e a va-

riável dependente y(x):

y(x) = y ∗ (x) + εη(x), (7.1)

Onde y ∗ (x) é a função objetivo, η(a) = η(b) = 0 e ε é um parâmetro. Aplicando



as derivadas deformada e usual na eq.(7.1):

βD
β
xy(x) =β D

β
xy ∗ (x) + εβD

β
xη(x), (7.2)

D1
xy(x) = D1

xy ∗ (x) + εD1
xη(x), (7.3)

βD
β
x(D1

xy(x)) =β D
β
x(D1

xy ∗ (x)) + εβD
β
x(D1

xη(x)), (7.4)

onde βD
β
xη(x) = (x− β)1−β dη(x)

dx
e D1

x = dx
dt
. Usando a regra da cadeia e o processo

δ-variacional relativo ao parâmetro, tem-se:

δεL =
∂L

∂y
η(x) +

∂L

∂(D1
xy)

D1
xη(x) +

∂L

∂(βD
β
xy)β

Dβ
xη(x) +

∂L

∂(βD
β
x(D1

xy))β
Dβ
x(D1

xη(x)) (7.5)

A integração por parte é realizada com a integral deformada de maneira similar

ao caso inteiro, e usando a condição de transversalidade usual para um valor extremo.

Obtém-se que δε = 0. Fazendo os devidos cálculos, foi obtida uma versão estendida para

equação de Euler-Lagrange.

∂L

∂y
−D1

xy

(
∂L

∂(D1
xy)

)
−D1

x

[
(x− a)1−β ∂L

∂β(Dβ
xy)

]
+D2

x

[
(x− β)1−β ∂L

∂βD
β
x(D1

xy)

]
= 0.

(7.6)

Os cálculos para obtenção da equação acima (7.2), também foram expostos no

artigo submetido [LEOPOLDINO et al., 2019].

Uma outra abordagem que pode ser utilizada é considerando a opção 1 do [WE-

BERSZPIL; HELAYËL-NETO, 2016], onde assumi-se: β-integral, δ usual, derivada de-

formada conforme embutida. Nesta abordagem será utilizado uma densidade lagrangiana.

L = L(φ,Dβ
t φ, ∂xφ). (7.7)

Densidade lagrangiana: Em geral, é a função do campo, de suas derivadas

temporais e espaciais.

Princípio Hamiltoniano: Este princípio garante que a ação estacionária com

relação as variações in�nitesimais dos campos, deixam os valores dos campos, nos instantes

iniciais e �nais, invariantes, isto é: φ(x, t1) = φ1(x) e φ(x, t2) = φ2(x). Assim tem-se que

δφ(t1, x) = δφ(t2, x) = 0. Por outro lado, limita-se o sistema, de modo que o deslocamento

dos pontos �nais deve ser zero. Ou de outro modo, os campos se anulam na superfície,
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no in�nito. Assim:δφ(x, t) = 0 para x = −∞ ou x =∞. Considerando δS = 0, tem-se:

δS = S[φ(x, t) + δφ(x, t)− S[φ(x, t)]] =

∫ t2

t1

dt

∫ ∞
−∞

δLdx (7.8)

Calculando δL.

δL =
∂L
∂φ

+
∂L
∂φ

δφ̇︸ ︷︷ ︸
(I)

+
∂L

∂(∂xφ)
δ∂x(φ)︸ ︷︷ ︸

(II)

, (7.9)

(I)
∫ t2
t1
dt∂L

∂φ
∂δφ
∂t

=
∂L
∂φ

δφ

∣∣∣∣t2
t1︸ ︷︷ ︸

A)

−
∫ t2
t1
dt ∂

∂t

(
∂L
∂φ

)
δφ,

∫∞
−∞ dx

∂L
∂(∂xφ)

∂
∂x

(δφ) =
∂L

∂(∂xφ)
δφ

∣∣∣∣∞
−∞︸ ︷︷ ︸

(B)

−
∫∞
−∞ dx

∂
∂x

(
∂L

∂(∂xφ)

)
δφ,

(7.10)

Pelo princípio hamiltoniano, tem-se que A e B são nulos.

δS =

∫ t2

t1

dt

∫ ∞
−∞

dx

[
∂L
∂φ
− ∂

∂t

(
∂L
∂φ

)
− ∂

∂x

(
∂L

∂(∂xφ)

)]
= 0. (7.11)

Pelo lema fundamental do cálculo variacional obtém-se versão estendida da equação

de Euler-Lagrange para sistema contínuo.

∂L
∂φ
− ∂

∂t

(
∂L
∂φ

)
− ∂

∂x

(
∂L

∂(∂xφ)

)
= 0 (7.12)

Considerando agora que t −→ tβ−1 na integral imprópria de Riemann, tem-se:

Sβ =

∫ t2

t1

tβ−1dt

∫ ∞
−∞

dxL(φ,Dβ
t φ, ∂xφ), (7.13)

δL =
∂L
∂φ

δφ+
∂L

∂(Dβ
t φ)

δ(Dβ
t φ)︸ ︷︷ ︸

III

+
∂L

∂(∂xφ)
δ(∂xφ), (7.14)

Como apenas o termo (III) é diferente do caso anterior, refazendo as contas apenas

para este. ∫ t2

t1

∂L
∂(Dβ

t φ)
Dβ
t (δφ)tβ−1dt (7.15)

∫ t2

t1

∂L
∂(Dβ

t φ)
t1−β

∂

∂t
(δφ)tβ−1dt (7.16)
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=
∂

∂t

(
∂L

∂(Dβ
t φ)

)
δφ

∣∣∣∣t2
t1

−
∫ t−2

t1

∂

∂t

(
∂L

∂(Dβ
t φ)

)
dt (7.17)

= −
∫ t−2

t1

t1−β
[
∂

∂t

(
∂L

∂(Dβ
t φ)

)
tβ−1

]
dt (7.18)

= −
∫ t2

t1

Dβ
t

[
∂L

∂(Dβ
t φ)

]
dtβ, (7.19)

Assim, tem-se:

δSβ =

∫ t2

t1

dtβ

∫ ∞
−∞

dx

[
∂L
∂φ
−Dβ

t

(
∂L

∂(Dβ
t φ)

)
− ∂

∂x

(
∂L

∂(∂xφ)

)]
= 0. (7.20)

Pelo lema fundamental do cálculo variacional:[
∂L
∂φ
−Dβ

t

(
∂L

∂(Dβ
t φ)

)
− ∂

∂x

(
∂L

∂(∂xφ)

)]
= 0. (7.21)

A eq.(7.21) é uma outra versão estendida da equação de Euler-Lagrange.

Ao incluir campos independentes auxiliares na densidade lagrangiana, e seguindo

o mesmo procedimento variacional, obtém-se duas equações de Euler-Lagrange, uma para

cada campo. A lagrangiana proposta �ca dependente dos campos e de suas derivadas,

incluindo o auxiliar.

Com os resultados de equações de Euler-Lagrange estendidas nesta seção, serão

propostas algumas lagrangianas e obter suas respectivas equações diferenciais parciais.

7.3 Equação de Condução de Calor Clássica

Pode-se mostrar que é possível obter a conhecida equação de Fourier por meio do

cálculo variacional deformado. Para alcançar isto, considerando a lagrangiana:

L =
1

2
(aD

1
2
t T )2 − 1

2
(α∇T )(∇T ), (7.22)

A equação de E-L resulta em:

α
∂2T

∂x2
− ∂T

∂t
− (t− a)

∂2T

∂t2
= 0; (7.23)

Agora considerando a −→ t, e assim, obtém-se a ECCC.

∂T

∂t
= α

∂2T

∂x2
; (7.24)
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7.4 Equação de Condução de Calor Deformada

Considerando a densidade lagrangiana representada com derivadas deformadas

temporais:

LF = T ∗Dβ
t T + α∇T∇T ∗, (7.25)

A densidade lagrangiana proposta acima possui um campo de temperatura auxiliar

T ∗, que nos fornece duas equações de EL. Note que a lagrangiana acima depende dos

campos e de suas derivadas. As equações de E-L 7.21 resultam em:

Dβ
t T = α∇2T (7.26)

Dβ
t T
∗ = −α∇2T ∗ (7.27)

O sinal de menos no termo do lado direito pode ser interpretado como uma relação

com a parte externa do sistema. Como o sistema é aberto, existe um �uxo de calor do

sistema para a linha de fronteira. Esse �uxo, por sua vez, vai para a região exterior da

fronteira.

7.5 Equação de Cattaneo-Vernotte

Assim como a ECCC, a ECV também pode ser obtida pelo processo variacional

deformado. Para isto, considera-se a lagrangiana abaixo:

L =
1

2
(aD

1
2
t T )2 − 1

2
(α∇T )(∇T ) +

1

2

(
τ
∂T

∂t

)(
∂T

∂t

)
, (7.28)

A equação de E-L 7.2 resulta em:

α
∂2T

∂x2
− τ ∂

2T

∂t2
− ∂T

∂t
− (t− a)

∂2T

∂t2
= 0, (7.29)

Fazendo a −→ t tem-se;

τ
∂2T

∂t2
+
∂T

∂t
= α

∂2T

∂x2
, (7.30)

Obtém-se então a equação acima, que é a ECV.

7.6 Equação de Cattaneo-Vernotte Deformada

Nessa seção, foi obtido através do método variacional aqui proposto a equação

de Cattaneo-Vernotte deformada no tempo. Para encontrar uma equação de Cattaneo-

Vernotte deformada, considerando a densidade lagrangiana abaixo:
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LF = τ(Dβ
t T )(Dβ

t T
∗)− T ∗D

β
t T

2
+ TDβ

t T
∗ − α(∇T )(∇T ∗), (7.31)

A equação de E-L resulta em:

τDβ
t D

β
t T +Dβ

t T = α∇2T. (7.32)

E para o campo complementar de temperatura.

τDβ
t D

β
t T
∗ −Dβ

t T
∗ = α∇2T ∗. (7.33)

Assim como na equação de condução de calor deformada, surge uma interpretação

semelhante para o sinal de menos que surge no segundo termo do lado esquerdo. Estando

relacionado com a parte externa do sistema.

Mais uma vez, existe o �uxo de calor do sistema indo para uma região exterior da

fronteira, justi�cando assim o uso do sinal. Provavelmente, existem outras interpretações

do campo auxiliar e este sinal de menos. Mas, aqui o foco está no equação de Cattaneo-

Vernotte deformado pelo tempo, eq. (7.6).

Este capítulo foi de extrema importância neste trabalho. Pois com o uso do cálculo

variacional, foi possível encontrar as equações deformadas abordadas em todas essa pes-

quisa. Sendo, até certo ponto, resultados inovadores, já que se obtêm as equações de calor

deformadas no tempo com uma abordagem variacional deformada, e não simplesmente

colocando à mão as derivadas deformadas nas equações originais de calor.

Esse estudo, deu origem a uma contribuição em um artigo, cujo título é Discussing

the Extension and Applications of a Variational Approach with Deformed Derivatives, e

foi submetido este ano à revista Journal of Mathematics and Physics. Este artigo traz

diversos modelos físicos, com suas equações obtidas através do método variacional.
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8 CONCLUSÃO

8.1 Considerações

No capítulo sobre a teoria de Fourier para condução de calor 2, inicia-se este

trabalho, com uma explanação sobre a condução de calor descrita pela lei de Fourier.

Apresenta-se algumas características históricas e como a equação de condução de calor

clássica foi proposta. Foram destacadas sua importância e aplicações, assim como as

inconsistências existentes no modelo.

Ainda neste capítulo, apresenta-se as soluções analíticas de dois modelos regidos

pela ECCC, resolvidos por meio de dois métodos diferentes. Foram fornecidos grá�cos e

feito as interpretações relacionando com a física do problema.

Após destacar-se as falhas presentes na equação proposta por Fourier, o capítulo

seguinte 3, aborda a teoria não Fourier para condução de calor. Foram explicitados três

modelos, encontrados na literatura, que surgiram para sanar as inconsistências presen-

tes na ECCC. Com um enfoque maior no modelo de Cattaneo-Verotte, escolhido como

principal fonte de estudo para o trabalho.

Assim como a equação de Fourier, o modelo também apresenta alguns problemas

físicos, os quais foram feitos alguns comentários, destacando situações onde o torna inca-

paz de fornecer um interpretação completa e e�ciente. Ainda no capítulo 3, apresentam-se

as soluções analíticas de dois problemas regidos pela ECV, estas foram obtidas por meio

de dois métodos de solução diferentes. Sendo que um deles, se baseou na aplicação em

uma carne processada.

O capítulo 4, foi dedicado a explicação do cálculo deformado e sua motivação.

Justi�cou-se o uso das derivadas deformadas em diversas situações, assim como, apresentou-

se diferentes tipos dessas derivadas deformadas e suas interpretações e conexões. Apesar

da derivada deformada conforme ter sido escolhida para dar continuidade ao trabalho.

Foi observados nesta pesquisa, que esta possui uma íntima relação com a derivada de

Hausdor�, além de ser um caso especial da derivada deformada conformável geral.

Destaca-se também a q-derivada, proposta por Tsallis, que é muito importante em

mecânica estatística, e que existe o interesse em aplicá-las nas ideias abordadas nesta

dissertação, em trabalhos futuros.

As soluções analíticas deformadas foram apresentadas no capítulo 5. Nele foram

abordadas todos os métodos utilizados nos capítulos anteriores, porém com a derivada

deformada conforme presente nas equações. Constatou-se que mesmo com a modi�cação

da álgebra do problema, o ferramental matemático utilizado anteriormente foi e�ciente.

Foram realizadas as comparações grá�cas das soluções analíticas deformadas obti-

das com as soluções analíticas usuais, e constatou-se que ao serem escolhidos valores para



β bem menores do que 1, os grá�cos apresentam variações maiores quando comparados

com a solução usual. Fazendo as interpretações, concluí-se que em materiais com estru-

turas mais complexas, a condução de calor ocorre com mais di�culdade, tratando-se de

um isolamento térmico.

Destaca-se ainda diversos exemplos onde esse estudo pode ser aplicado. Como para

veri�car como ocorre a condução de calor em materiais desgastados, corroídos, porosos,

com geometria irregular, fractais.

Para solidi�car os resultados, o capítulo 6 expõe um método numérico para a

obtenção de um dos problemas regido pela ECCC, e de um dos problemas regido pela

ECV. O método computacional de diferenças �nitas, forneceu resultados grá�cos, muito

semelhantes do encontrado pela soluções analíticas. Tanto nos casos onde consideram-se

as equações na sua forma usual, quanto quando consideram-se as equações deformadas.

O capítulo 7, utiliza o cálculo variacional para obter a equações abordadas por esta

pesquisa. Assim como nos capítulos 2 e 3, que foram obtidas as equações usuais de Fourier

e de Cattaneo-Vernotte, neste capítulo essas equações foram obtidas porém, através de

um método variacional. As equações na forma deformada também foram encontradas.

Fazendo com que não fosse mais necessário introduzir as derivadas deformadas diretamente

nas equações usuais.

8.1.1 Considerações Finais

Nesta dissertação, estudaram-se equações de condução de calor em que as derivadas

foram deformadas para formas de operadores locais. Foram obtidas as soluções analíticas

e numéricas para as equações de Fourier e Cattaneo-Vernotte deformadas.

As soluções analíticas encontradas para cada problema abordado, para a ECCC,

possuem interpretação física.

No caso, da ECV, a primeira solução proposta, que foi por solução tentativa, apesar

de possuir resultados com interpretações físicas distintas, pode ainda ser aprimorada,

através da mudança das condições de contorno. Porém, a solução encontrada pelo método

de separação de variáveis, está coerente e indica ser capaz de modelar o problema físico.

A partir da releitura das equações que descrevem a dinâmica de condução de calor,

através deformações nas derivadas, os parâmetros de deformação sinalizam a in�uência

nos resultados e soluções.

Ao considerar-se o estudo de equações com derivadas locais deformadas, o pa-

râmetro de deformação possui a capacidade de captar características da heterogeneidade

presentes em todo o domínio do sólido considerado. Algo de extrema importância, quando

trabalha-se com materiais porosos, corroídos, �ssurados e/ou fractais, com geometria com-

plexa. Ao modelar-se sistemas complexos com os operadores de derivadas tradicionais, os

resultados podem não descrever adequadamente, nos casos aqui estudados, a dinâmica de
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condução de calor.

Ao modelar as equações propostas usando a derivada deformada, chega-se a con-

clusão que, para os valores menores de β, o material aparenta ser um pior condutor de

calor. Nesse contexto, várias aplicações são possíveis, e uma delas é para veri�car se um

determinado material está degastado, e qual o nível deste desgaste.

Foram escolhidos dois modelos, resolvidos analiticamente, para implementar com-

putacionalmente suas soluções numéricas. Como não foram fornecidos dados experimen-

tais, um modelo numérico faz-se necessário, para a validação do resultados obtidos. Em

ambos os casos, as curvas obtiveram resultados bem próximos. Para obter uma precisão

maior, basta aumentar o número de pontos internos considerados.

Este trabalho fornece também, um método variacional capaz de lidar com sistemas

dissipativos. Com esse método foi possível obter as equações de condução de calor com

e sem derivadas deformadas. Solidi�cando a pesquisa, pois dessa forma, não é mais

necessário que se coloque na "mão"as derivadas deformadas nas equações.

Além da obtenção pelo cálculo variacional, o trabalho ainda apresentou outras duas

maneiras de obtenção dessas equações deformadas, a primeira foi através da expansão

de Taylor deformada, que nos forneceu a equação de Cattaneo-Vernotte na sua forma

deformada. A segunda foi por meio de integração direta, com a substituição do núcleo de

integração, neste caso, obteve-se uma equação da onda deformada E.

8.2 Trabalhos futuros

O estudo aqui realizado, no nosso entender, abre perspectivas futuras para o uso

do ferramental matemático aqui apresentado. Nesse sentido, pode-se elencar algumas

possibilidades futuras e aprimoramentos. Dentre elas, é possível citar algumas:

• O aprimoramento da solução analítica tentativa da equação de Cattaneo-Vernotte

deformada, sendo consideradas outras condições de contorno talvez;

• Uma aplicação das soluções analíticas obtidas neste trabalho em materiais industri-

ais, visando realizar uma espectroscopia térmica nesses materiais.

• O estudo de derivadas deformadas em equações de condução de calor não lineares,

com o uso adicional de de métodos computacionais mais robustos.

• Uma aplicação dos diferente tipos de derivadas deformadas na difusão em solos,

obtendo assim, através de dados experimentais, as soluções que mais se aproximam

da realidade.

• Uso de outras derivadas deformadas, tal como a q-derivada, no contexto da mecânica

estatística não aditiva, para estudar os fenômenos de condução de calor, dentre

outros.
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• A veri�cação experimental dos modelos aqui proposto e outros. Uma possibilidade

é o uso desses modelos para a implementação de espectroscopias térmicas mais

sensíveis, incluindo a carne processada.
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10 APÊNDICE



APÊNDICE A � SOLUÇÃO ANALÍTICA DA EQUAÇÃO DE

CONDUÇÃO DE CALOR CLÁSSICA POR TRANSFORMADA DE

FOURIER

A.1 Introdução

Neste apêndice, está feito de maneira detalhada os cálculos necessários para se obter

a solução analítica do problema 2.12, através da aplicação do método da transformada de

Fourier [DEBNATH; BHATTA, 2006].

Considerando um problema de condução de calor em uma barra, isolada termica-

mente, homogênea e in�nita.

∂T (x,t)
∂t

= α∂
2T (x,t)
∂x2

, −∞ < x <∞,
T (x, 0) = f(x), −∞ < x <∞.

(A.1.1)

A.2 Solução

Assumindo que a função f é contínua, limitada e integrável em todos os pontos.

Assim fazendo a TF, nas eqs.(A.1.1)

dT̂ (ω, t)

dt
= −4π2ω2αT̂ (ω, t), (A.2.1)

T̂ (ω, 0) = f̂(ω). (A.2.2)

Pode-se reorganizar a eq.(A.2.1) da seguinte maneira:

dT̂ (ω, t)

T̂ (ω, t)
= −4π2ω2αdt, (A.2.3)

Integrando a eq.(A.2.3),tem-se:

ln T̂ (ω, t) = −4π2ω2αt+ c, (A.2.4)

T̂ (ω, t) = Ce−4π2ω2αt. (A.2.5)

Utilizando a condição inicial (A.2.2), obtém-se:

T̂ (ω, 0) = Ce−4π2ω2α0 = f̂(ω), (A.2.6)

o que implica em que a constante de integração C seja determinada como:



C = f̂(ω). (A.2.7)

Substituindo a eq. (A.2.7) na eq. (A.2.5), obtém-se:

T̂ (ω, t) = f̂(ω)e−4π2ω2αt. (A.2.8)

Para o próximo passo, que é a aplicação do transformada inversa de Fourier (TIF),

é necessário saber dois fundamentos da transformada de Fourier.

Teorema da convolução: Se F (ω) e G(ω) são transformadas de Fourier de f(x)

e g(x), então a Tranformada de Fourier Inversa do produto F (ω)G(ω) é:

h(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

g(x)f(x− x)dx, (A.2.9)

Transformada Inversa de Fourier de uma função Gaussiana: Funções na

forma

G(ω) = e−αω
2

. (A.2.10)

Onde α > 0 é uma constante, são chamadas de funções Gaussianas. A função g(x)

pode ser obtida através de TIF de G(ω) como segue:

g(x) =

∫ ∞
−∞

G(ω)e−iωtdω =

∫ ∞
−∞

e−αω
2

e−iωtdω. (A.2.11)

O resultado desta integral é:

g(x) =

√
π

α
e−

x2

4α . (A.2.12)

Retornando para eq. (A.2.8), com as informações acima, é possível calcular a TIF

como:

T (x, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f(x)

√
π

αt
e−

(x−x)2
4αt . (A.2.13)

Note que, se a condição inicial for especi�cada como um impulso de Dirac, concen-

trado na origem, então:

T (x, t) =
1√

4παt
e−

x2

4αt . (A.2.14)

Esta é a solução analítica da equação clássica de condução de calor [DEBNATH;

BHATTA, 2006].
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APÊNDICE B � SOLUÇÃO ANALÍTICA DA ECCC PELO MÉTODO

DE SEPARAÇÃO DE VARIÁVEIS

B.1 Introdução

Neste apêndice, está feito de maneira detalhada os cálculos necessários para se

obter a solução analítica do problema 2.14, através a aplicação do método de separação

de variáveis [MICKENS; JORDAN, 2004].

∂T (x,t)
∂t

= α∂
2T (x,t)
∂x2

, 0 < x < l,

T (0, t) = T (l, t) = 0 t > 0;

T (x, 0) = T0sen
(
πx
l

)
x ∈ (0, l);

Tt(x, 0) = 0, x ∈ (0, l).

(B.1.1)

Onde, T0 é a temperatura inicial do problema.

B.2 Solução

Para encontrar a solução analítica, começando pela adimensionalização o problema

acima.

u = T
T0
, x = X

l
e t = t k

l2
. Usando a regra da cadeia, considerando l = 1m e fazendo

algumas simpli�cações, obtêm-se a seguinte equação:

∂u(X,t)

∂t
= ∂2u(X,t)

∂X2 , 0 < X < 1;

u(0, t) = 0;

u(X, 0) = senπX;

ut(X, 0) = 0.

(B.2.1)

Pode-se reescrever a equação acima da seguinte maneira: u(X, t) =
∑∞

n=1 ψn(X)φn(t).

Aplicando a separação de variáveis surgem os dois problemas:

d2ψn(X)
dX2 + γψn(X) = 0 0 < X < 1;

ψn(0) = ψn(1) = 0;

ψn(X) = senπX.

(B.2.2)

dφn(t)

dt
+ γφn(t) = 0 t > 0;

φn(0) = T0;
dφn(0)

dt
= 0.

(B.2.3)

Resolvendo o problema B.2.2. Tem-se uma EDO que possui a seguinte solução:

ψn(X) = C1cos(
√
γX) + C2sen(

√
γX);



Aplicando as condições de contorno tem-se a solução: ψn(X) = C2sen(
√
γX);,

nota-se que C2 é arbitrário, logo sen(
√
γ) = 0, então

√
γ = nπ

Usando a condição ψn(X) = sen(πX). Logo C2sen(nπX) = sen(πX), para que

essa igualdade seja satisfeita é necessário que C2 = 1 e n = 1. Então a solução espacial

do problema B.1.1 é:

ψ(X) = sen(πX). (B.2.4)

Resolvendo o problema B.2.3, tem-se que:
1
φ(t)

dφ(t)

t
= −γ

φ(t) = C1e
−γt; Aplicado a condição de contorno. obtêm-se:

φ(t) = e−γt. (B.2.5)

Então substituindo as equações (B.2.4) e (B.2.5) em (B), a solução analítica para

a equação de condução de calor clássica, por separação de variáveis, é encontrada.

u(X, t) = sen(πX)e−π
2t. (B.2.6)

Voltando para forma adimensional, obtêm-se:

T (x, t) = T0sen(πx)e−π
2αt. (B.2.7)
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APÊNDICE C � SOLUÇÃO ANALÍTICA DA ECV PELO MÉTODO DA

SOLUÇÃO TENTATIVA

C.1 Introdução

Neste apêndice, está feito de maneira detalhada os cálculos necessários para se

obter a solução analítica do problema 3.15, através a aplicação do método da solução

tentativa [CHOI et al., 2016].

∂2T (x,t)
∂t2

+ 1
τ
∂T (x,t)
∂t

= α
τ
∂2T (x,t)
∂x2

, 0 < x < l,

T (0, 0) = Th,

T (l, 0) = Ti.

(C.1.1)

Onde, Th e Ti são as temperaturas impostas nos contornos.

C.2 Solução

Buscando uma solução analítica para o problema envolvendo a equação C-V, foi

proposta uma possível solução que envolva as variáveis x e t, pois o per�l de temperatura

depende tanto do tempo quanto do espaço. Assim, uma solução tentativa poderia ser

T (x, t) = Aeaxebt. (C.2.1)

Onde A, a e b são constantes arbitrárias, com a unidade de medida m−1 para a e s−1 para

b.

Substituindo a solução tentativa, dada pela a eq. (C.2.1) na eq. (3.9). Fazendo as

devidas derivações, obtém-se as equações abaixo:

∂T (x,t)
∂t

= Abeaxebt,
∂2T (x,t)
∂t2

= Ab2eaxebt,
∂2T (x,t)
∂x2

= Aa2eaxebt.

(C.2.2)

Substituindo esses resultados, na eq.(C.1.1), resulta em

Ab2eaxebt +
1

τ
Abeaxebt =

α

τ
Aa2eaxebt. (C.2.3)

Dividindo a eq. (C.2.3) por Aeaxebt, tem-se:

b2 +
b

τ
=
α

τ
a2. (C.2.4)

Fazendo uma análise dimensional da eq. (C.2.4), com o objetivo de veri�car sua



consistência dimensional.

[s−1]
2

+ [s−1]
s

=
[
m2

s2

]
[m−2],

[s−2] + [s−2] =
[

1
s2

]
,

[s−2] + [s−2] = [s−2].

(C.2.5)

Note que como a homogeneidade dimensional é mantida, então a eq. (C.2.4) é dimensio-

nalmente consistente.

O valor da constante b pode ser encontrado a partir da eq.(C.2.4), pois como

tratando-se de uma equação quadrática, as raízes dela podem ser encontradas usando a

fórmula de Báskara. Assim, tem-se as possibilidades para a contante b:

b1 =
− 1
τ

+
√

1
τ2

+4α
τ
a2

2
,

b2 =
− 1
τ
−
√

1
τ2

+4α
τ
a2

2
.

(C.2.6)

Fazendo também a análise dimensional em b1 ou b2, percebe-se que conservam a

unidade de medida s−1, logo os resultado para b são válidos.

Pode-se reescrever a eq.(C.2.1), da seguinte maneira:

T (x, t) = Aeaxe−
t
2τ

[
e
t
2

√
1
τ2

+4α
τ
a2

+ e
− t

2

√
1
τ2

+4α
τ
a2
]

(C.2.7)

Para que a eq. (C.2.7) seja considerada de fato uma solução para o problema

(C.1.1), ela deve satisfazer as duas condições de contorno expostas. O uso dessas condi-

ções será útil para encontrar as constantes envolvidas na solução proposta. Aplicando a

primeira condição de contorno:

T (0, 0) = Aea0eb0(e0 + e0) = Th, logo (C.2.8)

A =
Th
2
. (C.2.9)

Aplicando a segunda condição de contorno:

T (l, 0) =
Th
2
ealeb0(e0 + e0) = Ti, deste modo obtém-se (C.2.10)

eal =
Ti
Th
, e assim (C.2.11)

a =
1

l
ln
Ti
Th
, (C.2.12)

Pode se veri�car através de uma análise dimensional que a eq.(C.2.12) atende

ao requisito imposto quando a possível solução foi proposta, mantendo sua unidade de
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medida m−1.

Encontradas todas as constantes, substitui-se as eqs.(C.2.9), (C.2.12) e (C.2.6) na

eq.(C.2.1):

T (x, t) =
Th
2
e
x
l

ln
Ti
Th

e−
t
τ +t

√
1
τ2

+4ατ { 1
l
ln
Ti
Th
}2

2 + e
− tτ −t

√
1
τ2

+4ατ { 1
l
ln
Ti
Th
}2

2

 , (C.2.13)

T (x, t) =
Th
2
e
x
l

ln
Ti
Th

{
e
− t

2τ
+ t

2

√
1
τ2

+4α
τ

{
1
l

ln
Ti
Th

}2

+ e
− t

2τ
− t

2

√
1
τ2

+4α
τ

{
1
l

ln
Ti
Th

}2
}
, (C.2.14)

Reescrevendo as exponenciais como uma multiplicação de potências de mesma

base.

T (x, t) =
Th
2
e
x
l

ln
Ti
Th

{
e−

t
2τ e

t
2

√
1
τ2

+4α
τ

{
1
l

ln
Ti
Th

}2

+ e−
t
2τ e
− t

2

√
1
τ2

+4α
τ

{
1
l

ln
Ti
Th

}2
}
, (C.2.15)

Colocando em evidência o termo e−
t
2τ , tem-se:

T (x, t) =
Th
2
e
x
l

ln
Ti
Th e

−t
2τ

{
e
t
2

√
1
τ2

+4α
τ

{
1
l

ln
Ti
Th

}2

+ e
− t

2

√
1
τ2

+4α
τ

{
1
l

ln
Ti
Th

}2
}
. (C.2.16)

A eq. (C.2.16) é a solução analítica para o problema envolvendo a equação de

Cattaneo-Vernotte.

Interpretação alternativa

Fazendo:

f1 = e
t
2

√
1
τ2

+4α
τ

{
1
l

ln
Ti
Th

}2

. (C.2.17)

f2 = e
− t

2

√
1
τ2

+4α
τ

{
1
l

ln
Ti
Th

}2

. (C.2.18)

Ao implementar uma comparação de f1 e f2, nota-se que com o passar do tempo

a contribuição do segundo termo para a solução se torna quase nula.

Com o grá�co das curvas acima, nota-se que f 2 vai se aproximando cada vez mais

de zero, quando assumi-se valores maiores para o tempo. Com isso, ao serem somadas as

curvas f 1 e f 2, a segunda curva praticamente não altera o valor da primeira.

Assim a �gura 10.1, deixa claro que, o termo f2 tem contribuição mínima para

a solução �nal, podendo ser descartado. Por consequência a solução analítica para o
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Figura 10.1: Análise do comportamento das funções, considerando α = 0, 001m2/s ,
τ = 15s, x = 0, 5m, Ti = 20oC e Th = 50oC .

problema proposto se torna mais simples.

T (x, t) =
Th
2
e
x
l

ln
Ti
Th e

−t
2τ e

t
2

√
1
τ2

+4α
τ

{
1
l

ln
Ti
Th

}2

. (C.2.19)
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APÊNDICE D � SOLUÇÃO ANALÍTICA DA ECV PELO MÉTODO DE

SEPARAÇÃO DE VARIÁVEIS

D.1 Introdução

Neste apêndice, está feito de maneira detalhada os cálculos necessários para se

obter a solução analítica do problema 3.18, através a aplicação do método de separação

de variáveis [MICKENS; JORDAN, 2004].

∂2T (x,t)
∂t2

+ 1
τ
∂T (x,t)
∂t

= α
τ
∂2T (x,t)
∂x2

, −0 < x < l,

T (0, t) = T (l, t) = 0, t > 0,

T (x, 0) = T0sen
(
πx
l

)
, x ∈ (0, l),

∂T
∂t

(x, 0), x ∈ (0, l).

(D.1.1)

D.2 Solução

Para simpli�car os cálculos que serão realizado, adimensionalizando o problema

acima. Para isto, é necessário fazer as seguintes substituições:

u =
T

T0

, X =
x

l
e θ = t

(α
l2

)
.

Obtendo assim o seguinte problema admensionalizado.

∂u
∂θ

+ τ0
∂2u
∂θ2

= ∂2u
∂X2 , −0 < X < 1,

u(0, θ) = u(1, θ) = 0, θ > 0,

u(X, 0) = sen(πX), X ∈ (0, 1),
∂u
∂θ

(X, 0), X ∈ (0, 1).

(D.2.1)

Onde τ0 = τ α
l2
, e sabendo que l = 1. Usando o método de separação de variáveis.

u(X, θ) =
∞∑
n=1

ψn(X)φn(θ). (D.2.2)

Obtém-se assim dois problemas:

d2ψn(X)
dX2 = −γψn(X), −0 < X < 1,

ψn(X) = sen(nπX),

ψn(0) = ψn(1) = 0.

(D.2.3)

τ0
d2φn(θ)
dθ2

+ dφn(θ)
dθ

= −γφn(θ), θ > 0,

φn(0) = 1,
dφn(0)
dθ

= 0.

(D.2.4)



Para resolver o problema D.2.3, substituindo ψn(X) por y, e assim obtém-se a

seguinte equação característica:

y2 = −γ y = ±
√
−γ, (D.2.5)

Existem três casos para ser analisados:

1 : γ < 0, a equação possui duas raízes reais diferentes.

ψn(X) = C1e
√
−γX + C2e

−
√
−γX , (D.2.6)

Aplicando as condições de contorno ψn(0) = 0 e ψn(γ) = 0. Encontra-se C1 = C2 =

0, uma solução trivial.

2 : γ = 0, a equação possui duas raízes reais iguais.

ψn(X) = C1e
√
−γX + C2Xe

−
√
−γX , (D.2.7)

Aplicando as condições de contorno ψn(0) = 0 e ψn(γ) = 0. Encontra-se C1 = C2 =

0, uma solução trivial.

3 : γ > 0, a equação possui duas raízes complexas.

ψn(X) = C1cos(
√
γX) + C2sen(

√
γX), (D.2.8)

Aplicando as condições de contorno ψn(0) = 0 e ψn(γ) = 0. Encontra-se C1 = 0,

porém C2 6= 0 e sen(
√
γ) = 0, logo

√
γ = nπ. Note que a solução do problema 2.1

�ca:

ψn(X) = C2sen(nπX), (D.2.9)

Porém usando a condição ψn(X) = sen(πX), tem-se que C2sen(nπX) = sen(πX),

logo n = 1 e c2 = 1. Assim a solução �nal para o problema 2.1:

ψ(X) = sen(πX). (D.2.10)

Agora resolvendo o problema D.2.4 sabendo que n = 1. Pode-se propor φ(θ) = eρθ

como uma possível solução. Substituindo no problema obtém-se:

ρ =
−1±

√
1− 4τ0π2

2τ0

, (D.2.11)

Semelhantemente ao que foi feito anteriormente, é possível analisar três casos:
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1 : 1− 4τ0π
2 > 0, com isso obtém-se τ0 <

1
4π2 , considerando 1

4π2 = τc, tem-se τ0 < τc,

Reescrevendo a eq. (D.2.11):

ρ =
−1

2τ0

± π
√
τc − τ0

τ0

, (D.2.12)

Para simpli�car considera-se ω = π
√
τc−τ0
τ0

, logo a solução neste caso para o problema

2.2 pode ser escrita da seguinte maneira:

φ(θ) = C1e

[
− 1

2τ0
+ω
]
θ

+ C2e

[
− 1

2τ0
−ω
]
θ (D.2.13)

Aplicando as condições de contorno para encontrar os valores das constantes, obtém-

se:

C1 =
T0 + 2τ0ω

4τ0ω
, (D.2.14)

C2 =
2τ0ω − T0

4τ0ω
, (D.2.15)

Substituindo na eq.(D.2.13) e fazendo os devidos cálculos matemáticos, conclui-se

que:

φ(θ) = e−
θ
2τ

[
senh(ωθ)√
1− 4τ0π2

+ cosh(ωθ)

]
, para τ0 < τc. (D.2.16)

2 : 1− 4τ0π
2 = 0, consequentemente para este caso τ0 = τc, a solução neste caso para

o problema 2.2 pode ser escrita da seguinte maneira:

φ(θ) = C1e

[
− 1

2τ0

]
θ

+ C2θe

[
− 1

2τ0

]
θ (D.2.17)

Aplicando as condições de contorno para encontrar os valores das constantes, encontra-

se C1 = 1 e C2 = 1
2τ0

. Substituindo na eq.(D.2.17):

φ(θ) = e

[
− θ

2τ0

] [
1 +

θ

2τ0

]
, para τ0 = τc. (D.2.18)

3 : 1− 4τ0π
2 < 0, de maneira análoga é encontrado τ0 > τc, a solução neste caso para

o problema 2.2 pode ser escrita da seguinte maneira:

φ(θ) = C1e

[
− θ

2τ0

]
cos(ωθ) + C2e

[
− θ

2τ0

]
sen(ωθ) (D.2.19)
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Aplicando as condições de contorno para encontrar os valores das constantes, obtém-

se, C1 = 1 e C2 = 1
2τ0ω

. Substituindo na eq.(D.2.19):

φ(θ) = e

[
− θ

2τ0

] [
cos(ωθ) +

sen(ωθ)√
|1− 4τ0π2|

]
, para τ0 > τc. (D.2.20)

Tomando as soluções encontradas pelas equações D.2.10, D.2.16, D.2.18 e D.2.20,

a seguinte solução �nal adimensional para o problema é obtida:

u(X, θ) = sen(πX)e
− θ

2τ0 Θ, (D.2.21)

Θ =


cosh(ωθ) + senh(ωθ)√

1−4τ0π2
, para τ0 < τc

1 + θ
2τ0
, para τ0 = τc

cos(ωθ) + sen(ωθ)√
|1−4τ0π2|

, para τ0 > τc

(D.2.22)

Reescrevendo D.2.21 e D.2.22, de maneira dimensional tem-se:

T (x, t) = T0sen(πx)e
− tα

2τ0 Θ. (D.2.23)

Θ =


cosh(ωtα) + senh(ωtα)√

1−4τ0π2
, para τ0 < τc

1 + tα
2τ0
, para τ0 = τc

cos(ωtα) + sen(ωtα)√
|1−4τ0π2|

, para τ0 > τc

(D.2.24)
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APÊNDICE E � OBTENÇÃO DA EQUAÇÃO DE ONDA DEFORMADA

E.1 Introdução

No capítulo 7, foi utilizado cálculo variacional com derivadas deformadas para

encontrar a ECVD. Neste apêndice nosso objetivo também será obter uma equação de

Cattaneo-Vernotte deformada, porém será usado um caminho bem diferente do anterior.

Será utilizado a técnica de integração direta juntamente com a mudança de núcleo.

E.2 Integração Direta

Considerando a equação obtida no capítulo 3, através da reescrita da lei de Fourier,

adicionando o tempo de relaxação térmico 3.3:

q(x, t) + τ
∂q(x, t)

∂t
= −k∂T (x, t)

∂x
. (E.2.1)

Multiplicado-a pelo fator integrante e
t
τ e dividindo-a por τ .

∂q

∂t
e
t
τ +

q

τ
e
t
τ = −k

τ
∇Te

t
τ . (E.2.2)

∂

∂t
(e

t
τ .q) = −k

τ
∇Te

t
τ . (E.2.3)

Integrando a equação no intervalo t0 à t.∫ t

t0

∂

∂t
(e

t
τ .q)dt =

∫ t

t0

−k
τ
∇Te

t′
τ dt′. (E.2.4)

Obtém-se:

e
t
τ q(x, t)− e

t0
τ .q(x, t0) = −k

τ

∫ t

t0

∇T (x, t′)e
t′
τ dt′. (E.2.5)

Reorganizando a eq.(E.2.5).

q(x, t) =
e
t0
τ

e
t
τ

.q(x, t0)− k

τ

∫ t

t0

∇T (x, t′)
e
t′
τ

e
t
τ

dt′. (E.2.6)

q(x, t) = e
−(t−t0)

τ
.q(x,t0)− k

τ

∫ t
t0
∇T (x,t′)e

−(t−t′)
τ

dt′. (E.2.7)

Note que se τ −→∞ com k
τ
�nito, tem-se:

q(x, t) = q(x, t0)− k

τ

∫ t

t0

∇T (x, t′)dt′. (E.2.8)



Fazendo uma mudança de núcleo do integrando através do núcleo de potências de

cauda longa, essa nos garante que:

q(x, t) = − k

τ(β)

∫ t

t0

(t− τ)β−1 ∂

∂t
∇T (τ)dτ. (E.2.9)

Logo fazendo a mudaça, a eq.(E.2.8) se transforma em:

q(x, t) = −k
τ

∫ t

t0

(t− τ)β−1∇T (τ)dτ. (E.2.10)

Usando o teorema fundamental do cálculo tem-se que:

t0D
β
t q(x, t) = −k∇T. (E.2.11)

Aplicando o operador nabla na eq.(E.2.11):

∇t0D
β
t q(x, t) = −k∇2T. (E.2.12)

Substituindo a equação da continuidade (3.6), na eq.(E.2.12), tem-se:

t0D
β
t

(
−ρc∂T

∂t

)
= −k∇2T. (E.2.13)

(t− t0)1−β ∂
2T

∂t2
=

k

ρc

∂2T

∂x2
. (E.2.14)

Foi encontrada uma equação de onda.

Também é possível substituir na eq.(E.2.12), a equação da continuidade deformada

∇~q = −ρct0D
β
t T .

t0D
β
t

(
−ρc t0D

β
t T
)

= −k∇2T. (E.2.15)

t0D
β
t t0D

β
t T =

k

ρc
∇2T. (E.2.16)

Assim obtém-se uma equação da onda deformada.
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