UFRRJ
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM
MODELAGEM MATEMATICA E
COMPUTACIONAL

DISSERTACAO

Estudo de Equacoes de Conducao de Calor

Nao Fourier via Derivadas Deformadas

Andressa Paula Costa Leopoldino

2019



AL RUR,
& AL

gV\S\DADg
Q\A\\\ S
@]
(22
Wyr3q oW

UFRR)

UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DO RIO DE JANEIRO
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MODELAGEM
MATEMATICA E COMPUTACIONAL

ESTUDO DE EQUACOES DE CONDUCAO DE CALOR NAO
FOURIER VIA DERIVADAS DEFORMADAS

ANDRESSA PAULA COSTA LEOPOLDINO

Sob orientacao de
José Weberszpil

e co-orientacao de
Claudia Mazza Dias

Dissertacao submetida como requi-
sito parcial para obtencao do grau
de Mestre no Programa de Poés-
Graduagao em Modelagem Matema-
tica e Computacional, Area de Con-
centragao em Modelagem Matemé-
tica e Computacional.

Seropédica, RJ, Brasil
Junho de 2019



Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro
Biblioteca Central / Se¢céo de Processamento Téchico

Ficha catalografica elaborada
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

L587e

Leopol di no, Andressa Paul a Costa, 1993-

Est udo de Equacdes de Conducdo de Cal or Nao Fouri er
vi a Derivadas Deformadas / Andressa Paul a Costa
Leopol di no. - Seropédica, 2019.

104 f.

Oientador: José Wberszpil.

Coori entadora: C audia Mazza Dias.

Di ssertacdo(Mestrado). -- Universidade Federal
Rural do Rio de Janeiro, Progranma de Pés- G aduagdo em
Mbdel agem Mat eméti ca e Conputaci onal PPGWLC, 2019.

1. Derivadas Deformadas. 2. Condu¢do de calor. 3.
Equacdo de Fourier. 4. Equacdo de Cattaneo-Vernotte. 5.
Mét odos variacionais. |. Wberszpil, José , 1963-,
orient. Il. Dias, Caudia Mazza, -, coorient. |11l
Uni ver si dade Federal Rural do Rio de Janeiro.

Programa de Pés- Graduagdo em Model agem Matematica e
Conput aci onal PPGWLC. V. Titulo.




UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DO RIO DE JANEIRO

INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MODELAGEM MATEMATICA
E COMPUTACIONAL

ANDRESSA PAULA COSTA LEOPOLDINO

Dissertacao submetida como requisito parcial para obtencao do grau de Mestre no Pro-
grama de Pos-Graduacao em Modelagem Matematica e Computacional, Area de Concen-
tracao em Modelagem Matematica e Computacional.

DISSERTACAO APROVADA EM 25/06,2019.

L2

José Jeberszpil. D. Sc UFRRJ
(Presidente)

Carlos Andrés Réyna Vera-Tudella. D. Sc. UFRRJ

T

José Abdalla Helayél-Neto. D. Sc. CBPF




AGRADECIMENTOS

Em primeiro lugar agradego a Deus, por ter me abencoado e me sustentado todos
os dias, me dando sabedoria e me protegendo. Aos meus pais Andréa Carla Milagres
Costa e Paulo Cesar Ferreira Leopoldino, e aos meus avos Gloria Milagres Costa e Fran-
cisco Claudio Costa pela dedicacao, amor, apoio, amizade, confianca, e incentivo para que
eu conquistasse essa vitoria. Ao meu noivo Jorge Luiz Albuquerque O. Ladeira, por estar
ao meu lado, sendo paciente e amigo, durante todo o periodo que estive elaborando esse
trabalho.

Ao meu orientador professor José Weberszpil por ter me ajudado e acompanhado
meu desenvolvimento, sendo paciente e acreditando na minha capacidade, com toda
certeza foi de extrema importancia para a conclusao desta dissertacdo. A minha co-
orientadora Claudia Mazza, por toda colaboracao, ajuda e apoio durante os anos do
mestrado. Aos Professores Carlos Andrés Reyna Vera-Tudella e José Abdalla Helayél-
Neto por aceitarem participar da minha banca.

Também gostaria de agradecer a todos os meus amigos, que estiveram ao meu lado
neste momento, me ajudando com palavras de incentivo. Agradeco a todos que, mesmo
nao estando citados aqui, contribuiram para a conclusao desta etapa em minha vida. O
presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal
de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Codigo de Financiamento 001.



"Sempre me pareceu estranho que todos
aqueles que estudam seriamente esta
ciéncia acabam tomados de uma espécie
de paizao pela mesma. Em verdade, o que
proporciona o mdxrimo de prazer nao € o
conhecimento e sim a aprendizagem, nao
€ 4 posse, mas @ aquisi¢cao, nao € q
presenca, mas o ato de atingir a meta.”
Gauss - Carl Friedrich



RESUMO GERAL

LEOPOLDINO, Andressa Paula Costa. Estudos de Equacoes de Conducao de Ca-
lor Nao Fourier via Derivadas Deformadas. 2019. 104f. Dissertacao (Mestrado em
Modelagem Matematica e Computacional, Interdisciplinar). Instituto de Ciéncias Exatas,
Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2019.

A natureza é cercada de fendmenos irregulares, com comportamentos andémalos e alto
nivel de complexidade. Em alguns casos a geometria euclidiana, nao consegue ser pre-
cisa na descricao destes eventos. Um exemplo onde este problema pode acontecer é em
processos de conducao de calor. Muitos resultados sao obtidos ignorando algumas carac-
teristicas dos problemas como: as rugosidades, as fissuras, corrosao, geometria irregular
ou até mesmo fractal das superficies envolvidas. Isto pode ocasionar a perda de precisao
da solucao. Contudo, com uso de derivadas deformadas, é possivel embutir nas equacoes
que modelam o fenémeno as peculiaridades de diversas estruturas fractais. Resultando
assim em uma descricao mais aproximada dos modelos reais. Neste estudo, foram tra-
balhados dois modelos de conducao de calor. O modelo classico proposto por Fourier,
que mesmo com algumas inconsisténcias ainda ¢ muito eficiente e utilizado, e o modelo
de Cattaneo-Vernotte, também conhecido como modelo nao Fourier, que surgiu para me-
lhorar as falhas no modelo anterior. Neste trabalho, ambos foram resolvidos de maneira
analitica, por meio de métodos diferentes. O objetivo disto, é que ao transformar a de-
rivada inteira em uma derivada deformada, nas equacoes diferenciais, é possivel mostrar
que os métodos de solucao continuam sendo 1teis para esses novos problemas, que agora
conseguem considerar irregularidades antes ignoradas. As solucoes foram também vali-
dadas, essas solucoes analiticas por meio de uma breve comparagao numérica, usando o
conhecido método de diferencas finitas. Neste trabalho, foi apresentado também, por meio
do calculo variacional, maneiras de obter as equacgoes de conducao de calor aqui aborda-
das. Foram propostas algumas Lagrangianas e densidades Lagrangianas, que ao serem
aplicadas nas equacoes de Euler-Lagrange, resultaram tanto as equacoes de conducao de
calor na sua forma inteira, quanto na forma deformada.

Palavras-chave: Conducao de Calor, Derivadas Deformadas, Equacao de Fourier, Equa-
cao de Cattaneo-Vernotte, Métodos Variacionais.



GENERAL ABSTRACT

LEOPOLDINO, Andressa Paula Costa. Studies of Non-Fourier Heat Conduction
Equations via Deformed Derivatives. 2019. 104p. Dissertation (Master in Mathe-
matical and Computational Modeling, Interdisciplinary). Instituto de Ciéncias Exatas,
Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2019.

Nature is surrounded by irregular phenomena, with anomalous behavior and a high level
of complexity. In some cases Euclidean geometry can not be precise in describing these
events. An example where this problem can occur is in heat conduction processes. Many
results are obtained by ignoring some characteristics of problems such as: roughness,
cracking, corrosion, uneven geometry or even fractal of the surfaces involved, this can
lead to loss of precision of the solution. However, with the use of deformed derivatives,
it is possible to embed in the equations that model the phenomenon the peculiarities of
several fractal structures. This results in a closer description of the actual models. In
this study, were worked two models of heat conduction. The classic model proposed by
Fourier, which even with some inconsistencies is still very efficient and used, and the
Cattaneo-Vernotte model, also known as non-Fourier model, that appeared to improve
the failures in the previous model. In this work, both were solved analytically, by means
of different methods. The purpose of this is that by transforming the entire derivative into
a deformed derivative in the differential equations we can show that the solution methods
continue to be useful for these new problems, which are now able to consider previously
ignored irregularities. The solutions were also validated, these analytical solutions by
means of a brief numerical comparison using the known finite difference method. In this
work, was also presented, through the variational calculation, ways to obtain the heat
conduction equations discussed here. Were proposed some Lagrangian and Lagrangian
densities that, when applied in the Euler-Lagrange equations, resulted both the heat
conduction equations in their entire form and in the deformed form.

Keywords: Heat Conduction, Deformed Derivatives, Fourier Equation, Cattaneo-Vernotte
Equation, Variational Methods .
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1 INTRODUCAO GERAL

1.1 Introducao

Os problemas de Transferéncia de calor sao importantes e diversos ramos das cién-
cias, e podem ser observados em diferentes aspectos. Dentre os multiplos casos encontra-se
a necessidade desses estudos nas engenharias, principalmente na mecanica, em processos
de otimizacao, em tratamentos médicos, no processo de metabolismo celular, ou até mesmo
nas trocas de calor em tecidos biolégicos.

O fenomeno de transferéncia de calor é ubiquo em processos industriais, biol6gicos
e da natureza. O conhecimento aprofundado dos processos de troca de calor pode fornecer
uma melhor compreensao da dinamica de troca energética, podendo levar a novas técnicas
de aplicacao e anéalise.

A dindmica de conducao de calor é descrita, em um modelo mais fundamental,
pela lei de Fourier. De acordo com Schwaezwilder [SCHWARZWALDER, 2015] esta lei
afirma que o fluxo do calor é proporcional ao gradiente de temperatura. Com base no que
afirma Pifer |[PIFER, 2015|, no século XVIII, o matematico e fisico francés Jean-Batiste
Joseph Fourier, iniciou seus estudos sobre conducao de calor. No primeiro momento,
Fourier considerou a troca de calor em um modelo de corpo composto por n corpos
discretos. Porém, essa abordagem nao o permitiu obter a equacao de conducao de calor.
Ao descobrir os trabalhos de Jean Baptiste Biot sobre o assunto, em 1804, Fourier retomou
seus estudos [BIOT, 1804].

Em 1807, Fourier apresentou um trabalho cujo titulo é " Mémoire sur la propagation
de la chaleur" [FOURIER, 1808|, que tratava sobre a propagacao térmica. Nele, Fourier
ignorou a natureza do calor e deu foco as aplicacoes do calculo nos problemas fisicos.
Este trabalho s6 foi publicado em 1822 e recebeu o titulo de "Theorie analytique de la
chaleur" [FOURIER, 1878]. Com uma fundamentagio na lei de Newton do resfriamento
e combinada com a lei de conservagao de energia, foi formulada a Equacgao de Condugao
de Calor Classica (ECCC), através do uso de Equagoes Diferenciais Parciais (EDP). Sua
solucao foi encontrada por meio do uso de séries trigonométricas [PIFER, 2015].

Essa ECCC, também chamada de segunda lei de Fourier por Marin [MARIN;
MARIN, 2011], ¢ parabolica em termos do campo de temperatura. Apesar de levar a
resultados satisfatorios na maioria dos problemas de engenharia, como Fourier nao consi-
derou as hipo6teses relacionadas com a natureza do calor, ela apresenta uma inconsisténcia.
Essa equacgao prevé uma velocidade infinita de propagacao de calor, o que significa que
qualquer perturbacao inicial, em qualquer ponto do meio, seria sentida instantaneamente
em todo o corpo. Por isso, um modelo realista deveria levar em conta uma velocidade
finita de propagacao dessa energia.

Com a evolucao da tecnologia, nota-se que esta equacao classica de conducao nao
¢ mais tdo adequada. Alguns estudos [MARIN; MARIN, 2011; DE ARAUJO, 1982;
LEBON et al., 1997; ZHUKOVSKY, 2017|, entre outros, vém relatando situagoes onde
essas inconsisténcias inviabilizam o uso da equacao classica. Dias [DIAS, 2011 enumera
algumas destas situagoes. Seus exemplos tratam de problemas relacionados a curtos
intervalos de tempo, quando o gradiente de temperatura é muito elevado ou até mesmo
em temperaturas bem proximas de zero. Em todas as situacoes estudadas pelo autor, a

lei de Fourier nao descreveu bem a dinamica de propagacao do fluxo térmico.
Em outro estudo, feito por Schwarzwilder [SCHWARZWALDER, 2015], essas cir-



cunstancias em que a lei nao descreve a dinamica perfeitamente, sao frequentemente
encontradas em: procedimentos com laser, aquecimento de camadas ultrafinas e experi-
mentos que envolvem transferéncia de calor em so6lidos, com uso de moléculas.

O interesse na conducao de calor nao Fourier aumentou, ainda mais, devido sua
aplicabilidade em transporte de calor em micro-escala. Os autores Tamma e Zhou [TAMMA;
ZHOU, 1998|, publicaram um trabalho sobre o modelo de Fourier. considerando que o
mesmo nao prever a velocidade de propagagao de calor no meio como um estado transi-
torio.

Por esse motivo, varios modelos alternativos tém sidos propostos, visando superar
as limitacoes da teoria classica, pesquisando modelos com equacoes onde a velocidade da
onda de calor ¢ finita [DIAS, 2011|. Dentre esses modelos, o de Maxwell-Cattaneo, possui
uma equacio descritiva conhecida como equagdo de Cattaneo-Vernotte [SCHWARZWATL-
DER, 2015]. Nesse modelo é acrescentado um tempo de relaxagdo no fluxo de calor,
mudando a equacao descritiva para uma forma de equagao de onda atenuada. Um outro
modelo, que leva em conta as equacgoes de Guyer-Krumhansl, apresenta efeitos nao locais
como a viscosidade para o calor.

Nesse trabalho de dissertacao foi feita o estudo de modelos de conducao de ca-
lor, por meio da o6tica de sistemas complexos; particularmente modelos com derivadas
deformadas.

Os autores C. Cattaneo [CATTANEO, 1958] e P. Vernotte [VERNOTTE, 1958]
desenvolveram, independentemente, o modelo de conducao de calor nao Fourier, para o
qual propuseram uma equacao alternativa. A equacao proposta leva em conta a equagao
de Fourier, que é parabolica, mas acrescida de um termo adicional que a torna uma
equagao hiperbolica [CHOLI et al., 2016].

Foi utilizado como suporte ferramental o calculo variacional e o calculo com deriva-
das deformadas para propor Lagrangianas. Uma delas conduz a forma inteira da equacao,
enquanto a outra a uma equacao deformada ou mesmo a uma equacao nao linear.

De acordo com as refs. [WEBERSZPIL; LAZO; HELAYEL-NETO, 2015; KHA-
LIL et al., 2014; WEBERSZPIL, 2013], um dos motivos para a utilizagdo de derivadas
fracionarias ou mesmo deformadas vem do fato de representarem, de maneira mais ade-
quada e mais proxima do mundo real, a dindmica de Sistemas Complexos (SC). Isto indica
um formalismo promissor, visto que a maioria dos sistemas reais da natureza possui uma
grande complexidade.

Os SC sao sistemas onde existem elevados nimeros de membros, elementos ou
agentes, que estao interatuando tanto uns com os outros, quanto com o meio ambiente.
Essas interacoes por vezes tém a capacidade de criar novas estruturas espaciais, temporais
ou funcionais [WEBERSZPIL, 2013].

Um exemplo comum de SC é o cérebro humano, formado por uma complicada rede
de neuronios. Para compreender o funcionamento deste e de outros SC é fundamental
nao decompor este sistema em termos constituintes, mas sim entender a dindmica e os
processos como um todo. Alguns modelos, tém sua complexidade relacionada com a
memoria de longo prazo das interacoes de longo alcance, com efeitos nao locais.

Weberszpil [WEBERSZPIL, 2013] interpreta o efeito de memoria como aquele
em que um evento em dado instante depende de todo o intervalo temporal de eventos
anteriores, e nao apenas do evento adjacente. Ja a nao localidade ¢é interpretada, na
mesma referéncia, de modo que eventos em uma dada coordenada dependem de todo um
intervalo de posicoes anteriores, de maneira semelhante ao efeito de memoria s6 que agora
dependente da posicao espacial.



As Derivadas Deformadas (DD) sdo operadores locais. No entanto, seguindo a
argumentacao de que a descricdo de SC requer novas abordagens e paradigmas, as DD
sao baseadas na derivada usual do calculo inteiro, porém com alguma deformacgao. Os
artigos das referéncias [WEBERSZPIL; LAZO; HELAYEL-NETO, 2015; KHALIL et al.,
2014; KATUGAMPOLA, 2014, entre outros, explicitam alguns exemplos dessas derivadas
deformadas.

A utilizacao das DD, assim como do Célculo Fracionario, estd em franca amplia-
cao em diferentes areas, como engenharias, biomedicina, modelos de conduc¢ao de calor,
processamento de imagens e sinal e até mesmo pode ser alvo de estudos em ciéncias hu-
manas e econdomicas. Zhou et al. [ZHOU; YANG; ZHANG, 2018]|, pesquisaram o uso de
um modelo DD conformével, inicialmente proposto por Khalil [KHALIL et al., 2014|, em
estudos de difusao anéomala. Como resultado, os autores concluiram que tais modelos sao
mais adequados aos ajustes de dados experimentais apresentados.

Podem ser encontrados na literatura diversos trabalhos que utilizam DD, para
obter equacoes conhecidas. Como é o caso do trabalho apresentado por Weberszpil e
Chen [WEBERSZPIL; CHEN, 2017], onde os autores utilizam um modelo de derivada
métrica com um mapeamento para um espago fractal continuo. E assim, desenvolvem as
relacoes termodinamicas generalizadas de Maxwell, onde consideram sistemas complexos
em que as quantidades termodinamicas sao expressas por derivadas métricas parciais.

Em outro trabalho [XU et al., 2017], pode-se observar a aplicacao de uma deri-
vada estrutural espacial, para construir um modelo de difusao ultra-lento. Esse tipo de
pesquisa, tem se mostrado cada vez mais atrativa em diversos campos, como no estudo
de materiais poliméricos, na biomecanica, na engenharia biomédica, entre outros.

Pode-se ver outro exemplo de aplicagao da derivada estrutural, com uma escala
g-derivada, no trabalho apresentado por Weberszpil e Sotolongo-Costa [WEBERSZPIL;
SOTOLONGO-COSTA, 2017]. Os autores propuseram uma equacao diferencial defor-
mada que modela a morte de células quando expostas a radiagao, em tratamentos tu-
morais. O trabalho realizado fornece ainda expresstes para os fatores de sobrevivéncia
celular, que dependem da complexa estrutura do tumor.

Na natureza e em processos de dissipacao de energia existe alguns fendmenos irre-
gulares, que nao consegue-se descrever com precisao através da geometria Euclidiana. As
derivadas deformadas propdoem uma descricao matematica do continuo, porém que em-
butem em suas equagoes as peculiaridades de estruturas fractais [WEBERSZPIL; LAZO;
HELAYEL-NETO, 2015|.

A partir dessa abordagem é possivel entender o comportamento, por exemplo, do
perfil de temperatura em um processo de conducao de calor, levando em conta a rugosidade
das superficies envolvidas. A finalidade é incluir analiticamente nas equacoes os padroes
irregulares, o que acaba ocasionando descri¢coes mais realistas nos modelos presentes no
cotidiano.

Com base nos conceitos como complexidade, granulosidade e dimensoes nao intei-
ras ou fractais, pode-se justificar o uso de derivadas deformadas para resolver os modelos
propostos, percebendo que os modelos de ordem inteira possuem limitagoes de origens
diversas. Um dos objetivos deste trabalho é o de investigar sistemas que possuem com-
portamentos anémalos. Este trabalho sugere que o uso de derivadas deformadas, pode ser
adequado para descrever a dinamica de sistemas complexos, porém sem explicitar todos
0s termos ou variaveis diretamente no modelo matematico.

O estudo de sistemas dinamicos descritos por equacoes diferenciais com DD tem
atraido a atencao de pesquisadores, o que pode ser constatado pelos diversos traba-
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lhos cientificos publicados recentemente, entre estes destacam-se [WEBERSZPIL; LAZO;
HELAYEL-NETO, 2015; KHALIL et al., 2014; WEBERSZPIL; HELAYEL-NETO, 2016].

1.2 Justificativa

O estudo de modelos de conducao de calor nao Fourier, tal como o que leva em
conta a equacao de Cattaneo-Vernotte, se justifica dentro do contexto de sistemas comple-
x08, tais como solidos heterogéneos. A equacao cléssica de conducao de calor, a de Fourier,
indica uma inconsisténcia de velocidade infinita de propagacao do calor. Estudos afirmam
que a equacao classica pode nao ser um bom modelo para muitos problemas, pelas consi-
deracdes anteriores [SCHWARZWALDER, 2015; MARIN; MARIN, 2011; LEBON et al.,
1997; ZHUKOVSKY, 2017; DIAS, 2011; CHOI et al., 2016].

Diferentemente da abordagem da mecéanica estatistica, nesse estudo é adotado um
paradigma que faz um mapeamento de um espago descontinuo, tornando-o continuo, mas
com uma métrica que pode ser fractal. Isto implica na modificacao da algebra, que nos
conduz de maneira natural & alteracdes nas derivadas [WEBERSZPIL; HELAYEL-NETO,
2016].

Com base no trabalho de Weberszpil et al. [WEBERSZPIL; LAZO; HELAYEL-
NETO, 2015], sabe-se que com o surgimento desta nova algebra, abrem-se caminhos para
a construcao de teorias nao-lineares, onde se considera as interacoes de longo alcance das
particulas presentes no sistema. Sendo possivel a substituicao de uma equacao deformada
por uma nao linear de ordem fracionéria, em fendomenos que descrevem a dinamica de SC
e fractais.

Particularmente, o estudo de modelos de condugao de calor com o uso de DD
abre a possibilidade de descrever a dinamica de transferéncia de energia térmica em SC.
Além da ciéncia béasica, aplicacdes potenciais podem ser pensadas, como por exemplo
em estudos de propagacao de calor em solos irrigados, anélise termografica de condutos
corroidos que sao usados no transporte de gas e petroleo, sistemas termoelasticos, dentre
outras possibilidades.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo Geral

Estudar como os efeitos da dimensionalidade, da complexidade das iteragoes e
da estrutura do meio influenciam na conducao de calor, através de um mapeamento no
continuo fractal e a consequente deformacao das derivadas. Serao feitas comparacoes
entre essas solucoes na forma inteira e na forma deformada, entre os modelos distintos e
também comparagoes numéricas e analiticas.

1.3.2 Objetivos Especificos

e Estudar modelos de conducao de calor, através da equagoes de Fourier e da equacao
de Cattaneo-Vernotte tanto na sua forma inteira quanto na deformada.

e Obter essas equagoes por meio do céalculo variacional, adequadamente modificado
para lidar com sistemas dissipativos.



Obter equacoes por diferentes métodos, tal como a expansao de Taylor inteira e
deformada, assim como por integracao direta e mudanca de niicleo de integracao.

Expor solu¢oes analiticas e/ou numéricas para as equagoes.
Verificar se ha diferenca significativa entre as solucoes na forma inteira e deformada.

Propor possiveis aplicagoes e verificacbes experimentais.



2 TEORIA DE FOURIER PARA CONDUCAO DE CALOR

2.1 Energia Térmica

A energia térmica é a manifestacao da energia liberada em forma de calor. De
acordo com Young e Freedman [YOUNG; FREEDMAN;, 2008], o modelo microscopico da
matéria indica que um corpo estd em constante movimento ou vibracao. Este movimento
implica que os atomos tém uma certa energia cinética que recebe o nome de calor ou

energia térmica. A unidade de medida para energia térmica no Sistema Internacional (SI)
de unidades ¢ o Joule (J).

2.2 Transferéncia de calor

A energia térmica pode ser transmitida de um corpo para o outro de acordo com as
leis da termodinamica. Segundo Incropera [[INCROPERA, 2008] a transferéncia de calor
é o transito desta energia devido a uma diferenca de temperatura no meio. Sempre havera
a transferéncia de calor quando houver um gradiente de temperatura em uma superficie
ou entre meios. Existem trés modos de transferéncia de calor: conducao, conveccao e
radiacao. Nesse trabalho serd abordado apenas a transferéncia feita por meio de conducao
de calor, pois o interesse é na conducao em so6lidos heterogéneos.

2.2.1 Conducao

A transferéncia de calor por conducgao ocorre quando dois corpos com temperaturas
diferentes estao em contato fisico entre si. Neste momento, as particulas mais energéticas
transferem a energia para as particulas menos energéticas, ou seja, a conducao de energia
térmica se da de uma regiao com a temperatura mais elevada para a regiao com menor

temperatura [DE ARAUJO, 1982].

Pelo fato dos atomos da regiao mais quente possuirem uma energia cinética média
maior do que a regiao mais fria, eles colidem entre si e desta maneira a energia cinética
é transferida em forma de calor [YOUNG; FREEDMAN, 2008|. Isto fard com que a
temperatura desta regiao que esté recebendo a energia aumente gradativamente até que
ocorra o equilibrio [DA BARBOSA, 2004].

A transferéncia de calor se da em condutores solidos através de difusao de elétrons
livres, que se movem quando um campo potencial ¢ aplicado e contribuem para o trans-
porte de corrente elétrica e de calor, ou por vibragoes de fonons, que sao a quantidade de
vibracoes da rede cristalina do sélido.

O calor é transferido por conducao, a partir do momento em que atomos que estao
proximos uns dos outros vibram ocasionando uma vibracao de rede, como em osciladores
harmonicos acoplados, ou quando os atomos perdem ou recebem elétrons. Como um
sOlido tem suas medidas espaciais relativamente fixadas, consequentemente havera uma

maior transferéncia de energia por conducao entre os dtomos.



E possivel encontrar no cotidiano diversos exemplos de troca de calor por meio
de condugao. Por exemplo, em uma xicara com algum liquido quente (café, ché,...) ao
utilizar uma colher de metal para mexer o contetido, a colher recebe calor do liquido,
aumentando assim sua temperatura; quando um quarto aquecido perde energia em um
dia de inverno ou mesmo ao anoitecer; quando uma panela fervendo dgua em um fogao,
por conducao ¢ aquecida pelo fogo fornecendo energia para agua, elevando sua agitacao
molecular e por consequéncia fazendo a temperatura subir; entre outros.

Como dito na secao 1, o matematico e fisico francés, Jean-Baptiste Joseph Fourier,
nascido em meados do século XVIII, foi o responsavel por introduzir um modelo mate-
matico adequado para o processo de transmissao de energia por conducao em forma de
calor.

Considerando uma parede de secao reta, com duas faces paralelas e opostas nao
isoladas e as demais isoladas termicamente [DE ARAUJO, 1982], Fourier verificou que o
fluxo de calor é diretamente proporcional ao gradiente de temperatura entre as faces da

parede e & sua area, e inversamente proporcional a espessura da parede.

T
Tz

Figura 2.1: Representacao do fluxo de calor em uma parede. Fonte: Autor

Observando-se a figura 2.1, nota-se que quanto maior a espessura, menos calor sera
transmitido de uma face para a outra. E a medida que a area da superficie aumenta, a

transferéncia de calor também cresce. Tem-se entao que:

AQ  AAT

— X , 2.1

At x (2.1)
onde, % é o fluxo de calor transferido por condugao; A é a area da seccao reta da

parede; AT é a diferenca de temperaturas das faces opostas da parede; x é a espessura
da parede.

Fourier em seus estudos notou a necessidade de acrescentar uma constante dife-
rente, referente a cada material que era trabalhado. Essa constante ¢ denominada coe-
ficiente de condutividade térmica, e por meio dela é possivel determinar se o material é
um bom condutor ou isolante térmico.

Fourier também optou por trabalhar com uma area elementar dA, com espessura
dx e diferenca infinitesimal de temperatura d7" [VILAR, 2012|. Pelo fato do gradiente de

temperatura ser decrescente, foi necessario o uso de sinal negativo, para tornar o fluxo de
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calor positivo. Assim, obtém-se a lei de Fourier:

dQ de

at  da’

onde, de acordo com Incropera [[INCROPERA, 2008|, tem-se que:

q= (2.2)

e = ‘fi? ¢ o fluxo térmico e representa a taxa de transferéncia de calor na direcao x

por unldade de area perpendicular & direcao da transferéncia. Este fluxo é propor-
cional a &= que é o gradiente de temperatura. Sua unidade de medida no sistema

internamonal é W'

e Lk é um parametro que corresponde a condutividade térmica, medida caracteristica

de cada material em questao. Sua unidade de medida no SI é %

2.3 Equacgao de conducao de calor

No estudo da conducao de calor, um dos principais objetivos é conhecer a distribuicao de
temperatura de acordo com as condicoes impostas nas fronteiras do corpo. Conhecendo
essa distribuicao, ¢ possivel determinar através da lei de Fourier o fluxo de calor por
conducao, em qualquer ponto do meio considerado.

Em um meio sélido, utiliza-se o estudo com campo de temperatura para verificar a
integridade da estrutura, por meio da andlise de expansoes, tensoes e deflexoes térmicas.
Também ¢ possivel usar o conhecimento dessa distribuicao de temperatura para otimizar,
em um material isolante, a sua espessura [INCROPERA, 2008|.

Conforme a figura 2.1, pode-se notar que o sistema de transferéncia de calor em

um determinado meio ocorre da seguinte maneira:
Fluzo que entra — Fluzo que sai = Taxa de ganho de energia

Em notacao matemaética, a equacao que representa o fluxo que entra subtraido do

que sai é,

Qg _ dQ'
at” " dt

Tem-se também a equagéo referente a taxa de energia como [INCROPERA, 2008,
d@) = mcdT. Sabendo-se que dt

Se o aumento de temperatura ocorre num tempo dt, a energia absorvida por uni-
orT (1’

~9q

=—(¢ —q)S=—-d¢S = B —Sdx, (2.3)

= ¢, entao Q = cdT, onde c é o calor especifico.
dade de massa por unidade de tempo é c=—=~~. Aqui, a massa do elemento de volume em
consideracao é pSdx, onde p é a denmdade de 1massa.

Entao, o ganho de energia por unidade de tempo sera:
dq dT

—Sdx — 2.4
Oz “a (



Como m = pSdx tem-se que:

dq oT

~ M Sdy = pSdxc ( 8t) (2.5)
8q oT
9 + pc—— % = 0. (2.6)

A eq.(2.6) acima, é conhecida equacdo da continuidade e representa a conservacao de

energia térmica. Aplicando a lei de Fourier dada pela eq.(2.2), obtém-se:

o (0T oT
k@x (8 )—l—p e =0, (2.7)
or  k 0*T

Com isso, a eq.(2.8) é equivalente a equagao de conducao de calor unidimensional,
também conhecida como 2° lei de Fourier para transferéncia de calor. Neste trabalho,
serd considerado ﬁ = .

Considerando-se aqui um meio onde nao exista uma fonte de geracao de calor e
em que a condutividade térmica k é constante, é possivel representar as formas gerais
de equagoes de conducao de calor nos sistemas de coordenadas retangulares, cilindrica e
esférica, respectivamente, como segue [[INCROPERA, 2008]:

T 9T 9T 19T

- 2.
Ox? * Oy? * 022 «aot’ (29)
10 oT 1 0 /0T o (0T 10T
o (a_> 2o, (agp) e (a_) =2 (2.10)
10 , 0T 1 o (0T 1 0 oT 10T
—— - (= )+ —= h— | = ==, 2.11
r2or ( 8r>+r251n268¢ <8¢)+Tzsin989 (sm 89) a ot (2.11)

2.4 Solucgoes analiticas da equagao de conducao de calor classica

Nas subsecoes a seguir, serao abordados dois problemas que envolvem a ECCC,
porém esses precisam de métodos de solucao diferentes. Em 2.4.1, o problema envolve
uma barra infinita, com condicao inicial conhecida, por isso o uso da Transformada de
Fourier se tornou mais viavel.

Na subsecao 2.4.2, sera analisada uma barra finita de comprimento [ = 1m, onde
as condicoes de contorno da barra sao conhecidas, assim como a condicao inicial. Essas

informagao possibilitam o uso do conhecido método de separacao de variaveis.



O objetivo das abordagens diferentes, é mostrar ao leitor que todo o estudo feito
neste trabalho, pode ser aplicado em diversos casos, inclusive para diferentes métodos

matematicos.

2.4.1 Meétodo da Transformada de Fourier

Considerando-se o seguinte problema de conducgao de calor em uma barra, isolada

termicamente, homogénea e infinita.

T (z,t) 92T (x,t)
5~ = Q—g 3, —00 <1 <00, (2.12)
T(z,0) = f(x), —00 < 7 < 00.

Assumindo-se que a funcao f é continua, limitada e integravel em todos os pontos,
pode-se resolver o problema (2.12) através do uso da transformada de Fourier. Considerando-
se f(z) = d(z), ou seja, uma fungdo impulso de Dirac, obtem-se a seguinte solugdo anali-
tica:

1 2
= (2.13)

Os célculos para a obtencao da eq.(2.13), podem ser encontrados no apéndice A.

T(x,t) =

2.4.1.1 Interpretagao Grafica

Solugdo analitica da ECCC por TF
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Figura 2.2: Perfil de temperatura considerando o = 0,001m?/s e t = 100s.

A figura 2.2, ilustra a variacdo de temperatura em um tempo determinado, de

acordo com coordenada de posi¢ao x. Nota-se no problema modelado, um pulso de calor,

10



elevando a temperatura, a medida que afasta-se mais do local onde ocorreu o pulso, a
temperatura diminui até alcancar o equilibrio.

Solugdo Analitica da ECCC por TF

T
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Figura 2.3: Perfil de temperatura considerando a = 0,001m?/s.

Para diferentes valores de x, é possivel verificar um comportamento similar, como
pode ser visto na figura 2.3. Assim quanto mais proximo de z = 0 mais elevada é a
temperatura, devido a proximidade com o pulso, porém para valores maiores de z, as

temperaturas tendem a se tornar bem préximas.

2.4.2 Meétodo de Separacao de Variaveis

Considera-se agora o seguinte problema de conducao de calor: uma barra, limitada,
isolada termicamente e homogénea [MICKENS; JORDAN, 2004; BOYCE; DIPRIMA;
MEADE;, 1992; HANCOCK, 2004].

8T§f’t) = aazgfﬁ’t% 0<z<l,

7(0,t) = T(I,¢) = 0 t>0; (2.1
T(x,0) = Tysen (%£)  x € (0,1); .
T,(z,0) = 0, z € (0,1).

Nesta subsecao, apesar de lidar ainda com a ECCC, o problema abordado possui
caracteristicas diferentes das que foram utilizadas no problema da subsecao 2.4.1, em
especial pelo fato de considerar um barra de comprimento finito, o que possibilita a
definicao das condi¢oes de contorno no inicio e no final desta barra. Assumindo-se que o
comprimento da barra [ é igual a 1m, pode-se resolver o problema (2.14) através do uso

do método de separagao de variaveis. Obtém-se assim a seguinte solucao analitica:
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T(x,t) = Tysen(mz)e ™ . (2.15)

Os célculos para a obtencao da eq.(2.15), podem ser encontrados no apéndice B.

2.4.2.1 Interpretagao Gréfica

Para a obtencao das figuras 2.4 e 2.5, foram utilizados os valores de difusividade

térmica o e temperatura Ty baseados nos trabalhos feitos por [CHOI et al., 2016; MIC-
KENS; JORDAN, 2004].

Solugdo analitica da ECCC por MSV
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Figura 2.4: Perfil de temperatura considerando o = 0,001m?/s e Ty = 20°C.

Na figura 2.4, a solugado analitica da eq.(2.15), foi analisada considerando alguns
valores de tempo fixos e a variacao espacial da barra. O comportamento encontrado é
condizente com o problema proposto, pois o problema é regido por uma EDP parabdlica,
onde, nota-se que quanto maior o valor do tempo mais atenuada fica a curva, indicando
uma menor variacao de temperatura.

Na figura 2.5, o perfil de temperatura foi analisado variando-se o tempo. Assim
como na figura 2.4, nota-se que a medida que o tempo evolui, ha uma queda no valor da

temperatura, até o equilibrio; comportamento similar para diferentes posicoes na barra.
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Solugdo analitica da ECCC por separacdo de variaveis

x=0.2m
x=0.4 m
x=0.5m

Temperatura(®C)

a ; i ; ; p—

] 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Tempo(s)

Figura 2.5: Perfil de temperatura considerando @ = 0,001m?/s e Ty = 20°C.
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3 TEORIA NAO FOURIER PARA CONDUCAO DE CALOR

Como foi dito anteriormente, a equacao de conducgao de calor proposta por Fourier
prediz de maneira adequada a distribuicao de temperatura em diversos problemas. Porém,
em alguns casos determinados, como situagoes de estados transientes em nanoescala, suas
inconsisténcias tornam sua aplica¢ao limitada [CHOI et al., 2016].

Devido a essas insuficiéncias da equacgao classica, alguns modelos surgiram, bus-

cando superar essas dificuldades. Dentre esses modelos tem-se:
e Modelo de Cattaneo-Vernotte (C-V);
e Modelo de Guyer-Krumhansl (G-K);

e Modelos de conducao de calor que consideram tempos de retardo.

3.1 DModelo de Cattaneo-Vernotte

Em um trabalho feito em 1867, o matematico e fisico britanico James Clerk
Maxwell registrou a inconsisténcia presente na lei de Fourier. Ele foi o primeiro a ob-
ter a equagao, visando fornecer uma base mateméatica para a teoria cinética [LEBON et
al., 1997].

Carlo Cattaneo, James Clerk Maxwell e Pierre Vernotte, desenvolveram em 1958
separadamente uma teoria nao Fourier de conducao de calor. Eles buscaram superar
o problema de velocidade infinita de propagacao do calor, derivando a equacao que é
conhecida como equagao de Maxwell-Cattaneo ou Maxwell-Cattaneo-Vernotte (ECV), e
assim relacionar fluxo de calor com a temperatura.

Visando melhorar a equagao de Fourier, Cattaneo introduziu um termo de relaxa-
¢ao térmico. Segundo o estudo feito por [LEBON et al., 1997], esse fator de relaxacao esta
relacionado ao tempo necessario para alcancar a estabilidade termodinamica. A partir
do momento que esse termo adicional foi introduzido, o problema com a infinitude da
velocidade de propagacao ficou sanado.

De acordo com a Choi et al. [CHOI et al., 2016], “a equacdo de Cattaneo-Vernotte
(ECV) se baseia na velocidade finita de perturbagao térmica, na superficie de contorno do
sistema”. Entao, considerando-se o gradiente de temperatura em um momento anterior,
é possivel se determinar o fluxo de calor em um momento posterior.

Para obter a ECV, Marin supés em seu trabalho [MARIN; MARIN, 2011| que o
fluxo de calor nao surge instantaneamente e sim em um momento posterior ¢t + 7. Esse
modelo também é conhecido como Single Phase Lagging , que pode ser traduzido como

fase de retardo tnico. A lei de Fourier foi reescrita na formas:



0T (x,t)
or

Onde 7 é o tempo de relaxacao térmico. Esse termo funciona como um tempo

gz, t+71)=—k (3.1)

de acumulacdo para comecar o fluxo térmico, segundo [MARIN; MARIN, 2011]. E de se
esperar que essa variavel nao assuma valores altos, pois caso contrario, a lei de Fourier
ndo obteria tamanho sucesso ao ser aplicada. Em seu artigo, Lebon [LEBON et al., 1997],
estima esse tempo como sendo algo da ordem de 107!3 s. Referindo-se ainda a Marin
[IMARIN; MARIN, 2011, este segue seu estudo, expandindo a equacdo (3.1) em uma série

de Taylor, descartando-se os termos de ordens superiores.

0q(x,t
gz, t+7) ~q(z,t)+7 Q(ﬁt ) (3.2)
Substituindo-se a eq.(3.2) na eq.(3.1), tem-se:
0q(z,t) OT (x,t)
t = —k——m. 3.3
q(z,t) + 71— 5 (3-3)
A eq.(3.3) explicita que o fluxo de calor ja ndo ocorre mais de maneira instantanea,
como na lei de Fourier. O termo T% leva a conclusao de que a propagacao do calor
ocorre de maneira gradual.
Aplicando-se o operador gradiente V na eq. (3.3), obtém-se:
0 t
Vq(z,t) + 7V (%) = —kV?T. (3.4)
Como os operadores V e % comutam entre si, tem-se:
0 2
Vq(z,t)+ Ta(Vq(I,t)) = —kV-T. (3.5)
Seja agora a equacao da continuidade,
oT
\Y t) = —pc—. 3.6
1) = —pc, (3.6

. oT . ~ . , . , .
Aqui, pc%; ¢ a taxa de variagao temporal da energia térmica, p ¢ a densidade e c

o calor especifico. Derivando-se a eq.(3.6) em relagdo ao tempo, obtém-se:

0 o0*T
a(vc./) =P (3.7)

Substituindo-se as equagoes (3.6) e (3.7) em (3.5), tem-se:

or o0*T
— — Tpe——r = —kV*T, (3.8)

Dividindo-se por —7pc, chegar-se & ECV [CHOI et al., 2016].
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2
%%§—+§f§::§VﬂT. (3.9)
Onde a = ﬁ.

No estudo feito por Marin [MARIN; MARIN, 2011], nota-se que no lado direito da
equacao existe uma fonte de calor interna. Esse termo foi considerado nulo nos calculos
acima.

Assim, como é possivel fazer uma analogia entre a equagao de conducao de calor
e a equacao de difusao, também é possivel notar a grande semelhanca entre a equacao
de Cattaneo-Vernotte e a equagao do telégrafo [INAGY; ORTIZ; REULA, 1994; BARNA,;
KERSNER, 2010]. Para compreender um pouco mais a respeito da equagao do telégrafo,
pode-se consultar a ref.[ELZAKI et al., 2012], onde o autor encontra a solugao exata da
equacao do telégrafo, por meio do uso do método de transformacao de Sumudu. Na ref.
[BIAZAR; ESLAMI, 2010], o autor usa o método de transformacao diferencial (MTD)

para encontrar a solucao da equacao.

3.1.1 Incoeréncias do Modelo de Cattaneo-Vernotte

A ECV possui duas incoeréncias principais. A primeira é que em alguns casos ela
viola o principio fisico da objetividade.

A objetividade é o estudo do comportamento ou da dependéncia de determinada
entidade fisica, em relacao a diferentes observadores. Logo, o que é visto por um observa-
dor, tem de ser visto por qualquer outro, que esteja em condicoes de presenciar o mesmo
fenéomeno. Todavia, cada observador tem liberdade de escolher o referencial que mais lhe
convem [DIAS, 2011].

A segunda incoeréncia, vem do fato que, dependendo da situacgao, os resultados
obtidos com o uso do modelos de C-V, podem nao estar em concordancia com a segunda

lei da termodinamica, que pode ser expressa da seguinte maneira:

Definicao: Considerando como um sistema a parte arbitraria P de um corpo B, que
ocupa uma regido P(t) C R em cada instante de tempo t. Seja H a variagao de entropia
devido ao mecanismo de dissipacao interno e d a taxa de dissipacao de energia por
unidade de volume, entdo a 2? lei da termodinamica pode ser expressa como [DA SILVA,
2016]:

H(P(t)>0, Vt=d>0 Vi (3.10)

A 2% lei da termodinamica estabelece uma distincao entre os processos possiveis
(d > 0) e os impossiveis (d < 0).
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Em seu trabalho Silva [DA SILVA, 2016], expoe algumas maneiras de sanar essas
inconsisténcias presentes no modelo de Cattaneo-Vernotte.

Existem estudos que destacam alguns problemas [LEBON et al., 1997; AURI-
AULT, 2016, que nao poderdo ser resolvidos com a ECV. Em particular, aqueles que
envolvem a propagacao de ondas ultra-sonicas em gases diluidos, ou quando se quer des-
crever a propagacao de um pulso de calor, em cristais nao metalicos, com temperatura
muito baixa.

Em seu trabalho [LEBON et al., 1997|, Lebon et al. faz um estudo da propagacao
de ondas ultra-sonicas em gases diluidos, onde comparam os resultados obtidos com os
modelos de Fourier e Cattaneo-Vernotte, com dados experimentais.

Ao analisar a velocidade da onda, os autores destacam que, como previsto, usando
o modelo de Fourier os resultados assumem valores infinitos. Ja4 o modelo de Cattaneo-
Vernotte, fornece um valor finito, para a velocidade da onda. Contudo, os resultados
diferem dos dados experimentais considerados.

Mostra-se assim que as incoeréncias presentes na ECV, tornam-a incapaz de for-

necer uma completa interpretagao do problema.

3.2 Modelo de Guyer-Krumhansl

A equacao C-V compoe um dos modelos nao Fourier mais utilizados. Mesmo sendo
adequada para algumas situacoes, nem todos os problemas relacionados a transferéncia
de calor por conducao ficam bem estabelecidos. Assim sendo, pelos motivos ja discutidos,
diversas pesquisas vem sendo retomadas, visam encontrar uma nova extensao da lei de
Fourier. Nesse sentido, surgiu o modelo de G-K, onde foi resolvida a equagao de Boltzmann
para um campo de fonons de cristais dielétricos em temperatura baixa [LEBON et al.,
1997].

No estudo de Guyer e Krumhansl, a extensao da equacao de C-V foi derivada com
o uso de contribui¢oes nao locais. A equacao desse modelo em uma dimensao espacial
para a temperatura pode ser expressa como [ZHUKOVSKY, 2017

2 3 2
(% + 5% - 5%) Flat) = (a% + m) Flz,b), (3.11)
com «,€,0 e K sao constantes.

No artigo [LEBON et al., 1997|, foi indicado que até mesmo este modelo possui
algumas limitacoes. Por isso, existem diversos outros modelos nao-Fourier que nao foram

citados neste trabalho.
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3.3 Modelo de Conducao de Calor Dual-phase-lagging

O modelo de C-V sanou o problema com as inconsisténcias, presentes na equacao
classica de conducao de calor baseada na lei de Fourier. Porém em alguns casos ainda
apresenta situacoes incomuns, resultados fisicamente impossiveis, como quando produz
valores negativos para entropia, violando a segunda lei da termodinamica [ASKARIZA-
DEH; AHMADIKIA, 2014].

As pesquisas por modelos de conducdo de calor nao Fourier ndo pararam com os
avangos feitos por Cattaneo e Vernotte. Em sua pesquisa, Tzou [TZOU, 1995], apresentou
uma abordagem diferenciada, um modelo no qual sao adicionadas duas constantes: um
tempo de relaxacao do gradiente de temperatura e também um tempo de relaxacao do
fluxo de calor. Estas constantes evidenciam que a partir do momento em que um fluxo
de calor ¢é estabelecido, é necessario um certo tempo para que aconteca o gradiente de
temperatura [INOROOZI; SAEDODIN; GANJI, 2016|. Esse modelo foi chamado de Dual
Phase Lagging (DPL) que pode ser traduzido como tempo de retardo dual, nome sugestivo
ao fato de receber dois tempos de relaxacao. Porém, como possui uma alta complexidade,
é muito dificil encontrar sua solucao de maneira analitica. As solu¢oes numéricas mais
conhecidas para este modelo sao obtidas através dos métodos de diferencas finitas e de
elementos finitos [ASKARIZADEH; AHMADIKIA, 2014].

Para obter a equacao que rege este modelo, foi feita uma variacao na lei de Fourier,
de maneira semelhante ao que foi feito na eq. (3.1) para o modelo de C-V. Com a diferenca

de que nesta é adicionado mais um termo de relaxacao do gradiente de temperaturas.

8T(£L’, t + TT)
ox ’

onde 7, representa o atraso de tempo necessario para estabelecer o fluxo de calor [MISHRA,

gz, t+ 1) = —k (3.12)

| € 77, como ja foi mencionado, é o tempo de relaxagao térmico.

Usando uma expansao de Taylor, descartando-se os termos de ordem superiores,
apo6s alguns calculos encontra-se a seguinte equagao para o modelo DPL:
oT(x,t) O*T(z,t)

tale, )tk |\ — =t —| =0 (3.13)

dq(z,1)
To o

Usando-se a equacao de continuidade eq.(3.6), tem-se:

EGQT(x,t) 10T (z,1) _ 0T (x,t) . 0T (x,t)
T 0t0a?

a  Ot? a Ot 0x? (3.14)

3.4 Solugao Analitica da Equagao de Cattaneo-Vernotte

Nas subsecoes a seguir, a seguir serao apresentados diferentes metodologias para

resolver dois problemas regidos pela equacao de Cattaneo-Vernotte, com condigoes di-
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ferentes. O objetivo desta abordagem é expor que, dependendo do problema que esta
sendo trabalhado, sao necessarios métodos distintos para resolvé-los. Assim, no préximo
capitulo, com o conceiro de calculo deformado serd possivel mostrar que apesar do uso
das DD, é possivel encontrar resultados satisfatorios, usando um ferramental matemaético

semelhante ao usando nas equacoes com derivada usual.

3.4.1 Meétodo da Solugao Tentativa

Considerando-se a equacdo unidimensional de C-V, eq.(3.9), é possivel encontrar

a solucao analitica do seguinte problema:

02T (x,t) T (z,t) _ o 0T (x,t)

g T =t g, 0<a <l
T(0,0) = T, (3.15)
T(1,0) = T,

Onde, T}, e T; sao as temperaturas impostas nos contornos.
A solucao apresentada nesta subsecao se baseia no calculo feito por Choi et al.
[CHOI et al., 2016].

x i —t LAY al i HE 2 LAY o)l HE 2]
T(z,t) = %ellnghe% e;\/:QHT{}1 Th —|—e;\/712+4T{}1 ) . (3.16)
Os célculos para a obtencao da eq.(3.16), podem ser encontrados no apéndice C.

3.4.1.1 Interpretagao Gréfica

Em seu trabalho Choi et al. [CHOI et al., 2016], propoem o metodo de solugao
tentativa, como uma maneira mais simplificada de resolver um problema regido pela
equacao de Cattaneo-Vernotte. A aplicacdo proposta pelos autores é o estudo de uma
carne processada ao ser colocada em uma grelha aquecida e apds algum tempo retirada.

Esse problema foi a motivacao inicial da pesquisa, e pequenas discrepancias na
origem do grafico foram encontradas, com relacao a condi¢do de contorno fornecida no
artigo. Entao, com o objetivo de dar um significado fisico real ao problema trabalhado,
considera-se para fazer a andlise grafica, a variavel espacial comecando em 0,5mm. No
entanto, ressalta-se que essa parte para a solugao tentativa no modelo de CV inteiro ou
deformado é apenas um guia, para comparacao do ferramental matematico e nao é um
dos resultados mais importantes dessa dissertacao.

Ou seja, analisa-se o comportamento da temperatura a partir de um posicao interna
da carne, pois na superficie que entra em contato direto com a chapa, obtém-se como

resultado, algo que nao representa corretamente a parte fisica do problema.
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Obtém-se graficos com comportamentos semelhantes aos encontrados em |[CHOI
et al., 2016], ao ignorar a convecgao natural que ocorre devido a diferenca de temperatura
entre o objeto estudado e a temperatura ambiente sobre as superficies superior e laterais.

A figura 3.1, ilustra o comportamento da temperatura em relagdo a coordenada
espacial. Aqui, coloca-se a carne na chapa e depois esta carne é retirada. Nota-se que ela
esfria, com o decorrer do tempo apos ser retirada da chapa. E possivel interpretar como
um selamento rapido da superficie e a retirada para analise do resfriamento. A curva azul
representa a que saiu recentemente da chapa. As outras curvas representam a carne ji
mais fria, pois passou-se mais tempo desde a retirada da chapa.

A figura 3.2, mostra que quanto mais o tempo avanca, a temperatura diminui. E
quanto menor o valor de x, ou seja, quanto mais proximo da superficie de contato, mais
aquecido estd o objeto.

Solugdo analitica da ECV via solucdo tentativa
150 1 T I T ni T =T —F T T

t=0.1"aus|

— E=1"aus
| — t=1.3"aus|
~ 100 F . 4 1
o] \ \
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Figura 3.1: Perfil de temperatura para diferentes valores de tempo considerando a =
1,4.107"m?/s, Ty = 20°C, T}, = 160°C, [ = 20mm e 7 = 15s.

3.4.1.2 Interpretagao alternativa

Como & visto no apéndice C, com o passar do tempo, existe um termo na eq.(3.16),
que pode ser ignorado. Tem-se assim, uma solucao alternativa e com explicacao fisica
diferente da de cima. Neste caso, considera-se que a carne foi posta em contato com
a chapa e permaneceu em contado, ela nao é retirada da chapa. Com isso obtém-se a

seguinte solucao:

!

oy T ¢ to)Aqgafip Til?
T(a:,t):ThellnThe;eQ\/”H*{ll i (3.17)

Essa interpretagao foi feita com base no artigo de Choi el. all [CHOI et al., 2016].
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Solugdo analitica da ECV via solugéo tentativa
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x=1 mm da superficie aquecida
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Figura 3.2: Perfil de temperatura em diferentes posicoes da superficie considerando a =
1,4.107"m?/s, Ty = 20°C, Ty, = 160°C, | = 20mm e 7 = 15s.

E para a equacao acima, encontra-se a seguintes figuras.

Solugdo analitica da ECV via solugdo tentativa
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Figura 3.3: Perfil de temperatura, de acordo com a interpretacao alternativa,para diferen-
tes valores de tempo, considerando o = 1,4.107"m?/s, Ty = 20°C, T}, = 160°C, | = 20mm
e T =15s.
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Solugdo analitica da ECV via solugéo tentativa
160 Ltat 7 :
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Figura 3.4: Perfil de temperatura de acordo com a interpretacao alternativa,para dife-
rentes posigoes da superficie, considerando o = 1,4.107"m?/s, Ty = 20°C, T}, = 160°C,
[ =20mm e 1 = 15s.

Note que ao descarta-se o termo, tem-se diferencas entre a figura 3.3 e a figura 3.1.
A temperatura na posicao inicial considerada, em todos os tempos, parte de valores mais
elevados e aproximados. As trés curva presentes no grafico possuem comportamentos bem
mais similares do que as da figura 3.1. E, assim como na subsubsec¢ao anterior todas as
curvas convergem para temperatura de 20° na posicao final.

Na figura 3.4 encontra-se diferencas bem significativas, em relacao a figura 3.2, note
que agora a temperatura, em cada posi¢ao considerada, aumenta. E possivel interpretar
tal comportamento, como se a carne permanecesse todo o tempo analisado em contato
com a chapa aquecida.

Os autores do artigo [CHOIT et al., 2016] chamam a atencdo de que a ideia basica
era a de verificar se uma solucao mais simples da ECV seria possivel, essa solucao foi
proposta com base em simples exponenciais. Aqui, considerando menos o aspecto formal
e mais as possibilidades, assume-se o ansatz de solugoes exponenciais. Foi feito o mesmo
para testar o modelo com derivadas deformadas adiante, no capitulo 5.

Ressalta-se o aspecto "Toy Model"desse processo de solucao e que , de fato, o
artigo dos autores referidos possui diversos problemas e inconsisténcias.

Existem outros estudos que corroboram a possibilidade do uso de equacoes hiper-
bolicas de transferéncia de calor para carne processada, entre eles tem-se trabalhos feitos
por Liu et. all [LIU; CHEN; WANG, 2017], Chen et. all [CHEN et al., 2017| e Mitra et.
all [MITRA et al., 1995].

Estudos mais aprofundados fazem-se necessarios para o caso de derivadas defor-
madas. Particularmente indica-se o trabalho feito por Chen et. all [CHEN et al., 2017].

22



3.4.2 Meétodo de Separacao de Variaveis

Considerando um problema em uma barra, limitada, isolada termicamente e ho-

mogénea, regido pela equacao unidimensional de Cattaneo-Vernotte:

02T (x,t) T (x,t) _ o 0*T(x,t)

g T =2 g, 0<a <l
T(0,t) =T(l,t) =0, t>0, (3.18)
T(z,0) = Tysen (Z£) , z € (0,1), '
9L (x,0) =0, x € (0,1).

A solugao encontrada estd de acordo com o que Mickens e Jordan desenvolveram
em seu artigo [MICKENS; JORDAN, 2004].

u(X,0) = sen(WX)(f%@, (3.19)

cosh(wh) + =220 para 19 < 7,

V/1—4ror?’
O=<1+ %, para Ty =T, (3.20)

sen(wb)

cos(wh) + W et para Ty > T,

Reescrevendo a solucao acima em sua forma dimensional:
_ta
T(x,t) = Tysen(mx)e 20 0O. (3.21)

cosh(wtar) + 22D org 10 < 7,
\/ 1—47’07r2’
O=q41+35%, para 7 =1 (3.22)
cos(wta)) + %, para To > T,
—4Tom

Os céalculos para a obtenc¢ao da eq.(3.21), podem ser

Onde 70 = 78 e 7. = 1.

encontrados no apéndice D.

3.4.2.1 Interpretacgao gréafica

O problema abordado agora, possui condi¢oes bem diferentes do anterior. Elas
possibilitam a escolha de um método mais tradicional e confidvel. Essas condi¢oes con-

duziram & obtencao de graficos bem diferentes dos obtidos em 3.4.1.1.
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Solugdo analitica da ECV por separagdo de variaveis

Solugdo analitica da ECV por separagdo de variaveis
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Figura 3.5: Perfil de temperatura para diferentes valores de tempo ¢, considerando a =
0,001m?/s e Ty = 20°C

As trés primeiras figuras apresentadas, analisam a variacao de temperatura em
relacao ao espaco, para trés tempos, t = 1s, t = 10s e t = 100s. Nota-se que como
em nosso problema nao existe uma fonte geradora de calor, a medida em que o tempo
aumenta, menor € a temperatura.

A interpretagao em trés figuras, se justifica devido a solucao analitica encontrada,
que se divide em trés possiveis solugoes que dependem do valor de 7o = 757. Observa-se
que quando 79 < T. e Tg > T. a temperatura decai de maneira mais expressiva com o
passar do tempo do que quando 79 = 7.
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Figura 3.6: Perfil de temperatura para diferentes posigoes x, considerando oo = 0,001m?/s
e Ty = 20°C.

E possivel ainda fazer um comparativo, da figura 2.4, que representa a solucdo
para ECCC por separacao de variaveis, e a solucao da ECV por separacao de variaveis
considerando 7 — 0s.

Note que os graficos sdo iguais. Isto acontece porque, quando considera-se 7T ten-

dendo a zero, na equacao de Cattaneo-Vernotte, encontra-se na equacao de Fourier.
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4 CALCULO DEFORMADO

4.1 Introducao

E possivel encontrar na literatura recente diversas aplicacoes dos operadores fraci-
onarios de Riemann-Liouville e Caputo [HUAN-YING; HAI-TAO; XTAO-YUN, 2013; QI;
XU; GUO, 2013|. O uso destes tem apresentado resultados que exibem grandes vantagens,
como a boa descricdo de memoria e efeitos hereditarios em fendmenos naturais.

Porém, esses operadores trazem também um alto nivel de complexidade por causa
de suas definicoes nao locais. Devido a essas complicagoes, surgiu o grande interesse por
uma nova definicao, com operadores locais e com propriedades mais proximas das usuais,
as derivadas deformadas.

Em muitos casos a conducao de calor ocorre em meios com estruturas internas
muito complexas, como por exemplo, materiais porosos, aleatorios e granulares, semicon-
dutores, polimeros e etc [EROGLU; AVCI; OZDEMIR, 2017]. A conducio de calor nestes
materiais pode ser modelado mais precisamente com o uso do célculo fracionario ou das
derivadas deformadas [EROGLU; AVCL; OZDEMIR, 2017; YANG; BALEANU, 2013].

4.2 Calculo Fracionario

O célculo de ordem nao inteira, também conhecido como fracional ou fracionario
(CF) lida com derivadas e integrais de ordem nao inteira. De acordo com ref. [WE-
BERSZPIL; LAZO; HELAYEL-NETO, 2015], ele surgiu através de uma carta do mate-

matico francés L’Hospital enderecada para o matematico alemao Leibniz, onde L’Hospital
1
5-
O CF ¢é usado na descricao da dinamica de sistemas com caracteristicas heredi-

questionou qual seria o significado de uma derivada de ordem

tarias ou com memoria, ou com processos nao locais. Em geral, com sistemas dinami-
cos complexos e que refletem uma média de uma grande populagao de microelementos
[WEBERSZPIL; LAZO; HELAYEL-NETO, 2015; WEBERSZPIL, 2013; DE OLIVEIRA,
2013|. Ele tem aplica¢oes em diversos ramos da ciéncia.

Pesquisadores como Euler, Lagrange, Laplace, Liouville, Riemann, Caputo, Griinwald,
dentre outros, participaram desses estudos. As definicoes de derivadas fracionarias mais
populares, segundo a ref. [KHALIL et al., 2014, sao:

Defini¢ao de Riemann-Liouville: Para a € [n —1,n) e n € Z, a derivada « de

* Céalculo Deformado



R vt e = (1)

7(n — ) dtr t—g)entl

Definigdo de Caputo: Para o € [n — 1,n), a derivada « de f é:

t (") (o
D3 (f) = ! )/( @ g, (4.2)

T(n — « t —x)e—ntl

Essas duas definicoes nao satisfazem algumas propriedades fundamentais do calculo
usual de ordem inteira, como por exemplo, a regra do produto, a regra do quociente, a
regra da cadeia, dentre outras [KHALIL et al., 2014].

4.3 Introducao ao mapeamento no continuo fractal

Conceitualmente, a ideia de continuo introduz uma aproximacao do meio real atra-
vés de uma regiao do espaco euclidiano preenchida por uma matéria com propriedades
continuas. Foi utilizado o mapeamento quando as propriedades do material variam sua-
vemente nas escalas de comprimento e tempo.

Na natureza existem diversos materiais ou meios heterogéneos que possuem em
seu dominio, caracteristicas ou até mesmo com matérias diferentes. Porém quando as
microestruturas deste materiais tem certas simetrias, é possivel modelar eficientemente as
suas propriedades através de alguns métodos tradicionais de homogenizacao [BALANKIN,
2018].

Entretanto, esses materiais porosos e/ou fissurados, tais como concreto, carvao ve-
getal, pedra pomes, alimentos, etc, possuem uma geometria bem complicada e desigual,

caracterizada por uma invariancia de escala em amplos intervalos de escala de compri-
mento [BALANKIN; ELIZARRARAZ, 2012b].
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s . PR a® R Frd P T
(b) Superficie de um (c) Superficie de um
monodlito de carvao mondlito de pedra

vegetal pomes

\

Figura 4.1: Alguns materiais que apresentam caracteristicas irregulares [SANTOS et al.,
2016].

Buscando modelar esses materiais mais complexos, os conceitos de geometria frac-
tal surgiram. No entanto, as funcoes definidas nos fractais sao essencialmente nao dife-

renciaveis no sentido convencional. Por isso a intensa pesquisa por meios de lidar com
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problemas fractais no meio continuo através do mapeamento fisico, levando em conside-
racao algumas caracteristicas do material, tais como, a distribuicao de massa fractal e as
caracteristicas fractais do meio modelado.

Os estudos feitos por Balankin [BALANKIN, 2018; BALANKIN; ELIZARRARAZ,
2012b; BALANKIN; ELIZARRARAZ, 2012a| expoe algumas maneiras de modelar pro-
blemas fisicos em fractais, através de um mapeamento, onde pode-se considerar algumas
caracteristicas do material, tais como suas ramificacoes, a conectividade e a maneira com

a sua massa se distribui no espaco euclidiano do fractal.

4.4 Derivadas Deformadas

Em paralelo com o calculo fracional, existe o conceito de derivadas fracionarias
locais, que ¢ uma extensao natural da derivada usual. Uma das diferencas em relacao ao
calculo fracional é que ela satisfaz a todas as propriedades citadas anteriormente e que o
CF nao satisfazia.

O aprofundamento dos estudos sobre esses modelos de derivadas vem indicando
possibilidades de aplicacoes em diferentes areas. Como exemplo, pode-se citar a fisiologia,
a biomedicina, a fisica, a gravitacdo, as engenharias, a biologia, dentre outras.

E possivel encontrar a definicdo da derivada usual em qualquer livro de calculo,
ela pode ser dada por [KHALIL et al., 2014]:

Definicao 1: Seja f :[0,00) et > 0. Entio a derivada de f é:

d t — [t
4y L =T (4.3)
dt e—0 €

De acordo com a defini¢ao acima, tem-se ‘g—: = nt""!. Sendo n um namero inteiro.

4.4.1 Derivada de Hausdorff

A derivada de Hausdorff é um operador local, que busca superar os altos cus-
tos de computacao da derivada fracionaria nao local. Ela tem significado fisico claro e
estd diretamente relacionada a dimensao fractal, como mostram as refs. [CHEN, 2006;
BALANKIN; ELIZARRARAZ, 2012b; BALANKIN; ELIZARRARAZ, 2012a|.

Este operador possui uma vasta aplicabilidade em problemas complexo, como os
de areas cientificas e de engenharia, difusao anémola, conducao de calor e até mesmo
economia [CHEN et al., 2017].

A derivada de Hausdorff de uma fungao g(t) com respeito a uma medida fractal ¢t*
¢ definida por Chen [CHEN, 2006]:
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A derivada de Hausdorff difere da derivada fracionéaria padrao por nao envolver a

99(t) _ 1. 90 —g(t) _ dg(t) (4.4)

convolucao e também por ser uma derivada de natureza local.

4.4.2 Derivada Estrutural

A derivada estrutural espacial pode ser definida, de acordo com a derivada estru-
tural temporal [XU et al., 2017].

dp 1 p(:Cl,f})—p<SC,t)
Lt nte fle) = f()

(4.5)

onde s denota a derivada estrutural, e f(z) é a funcdo estrutural. A derivada
estrutural da eq.(4.5), é local e pode ser considerada como um transformacgao de escala
& = f(z). Quando f(z) = z, a eq.(4.5) se reduz a derivada classica espacial. Quando

f(z) = x*, tem-se a derivada fractal local.

4.4.3 Derivada Deformada Conforme

Em 2014, Khalil et al.[ KHALIL et al., 2014|, propuseram um tipo de DD cuja a
maioria das propriedades sao mais simples que as do CF e compativeis com as de derivadas
usuais de ordem inteira. Apesar de alguns autores a chamarem de derivada fracionaria
local, de ordem f3, ela ficou mais conhecida como derivada deformada conforme (DDC) e

pode ser usada para resolver equacoes diferenciais deformadas.

Definigao 2: Seja a fungao f:[0,00),t >0 e € (0,1]. Entao, a derivada deformada
conforme de f, de ordem [ € definida por:

7,(£)() = tim LEEA IO

e—0 €

(4.6)

Se a DDC de f de ordem f existe ([f-diferenciavel) em algum (0,a), a > 0 e

lim f®)(t) existe, entdo defini-se:
t—0t

FO0) = Tim () (4.7)

A notacao f® pode ser escrita também como Tj.
Na ref.[KHALIL et al., 2014] é possivel encontrar algumas propriedades matema-

ticas que a derivada deformada conforme satisfaz, tais como o teorema:

Teorema 1: Se a funcdo f :[0,00) — R € p-diferencidvel em to, f € (0,1], entdo f €
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continua em tg.
Também seguem-se as seguintes propriedades para Tj.
Propriedade 1: Seja 5 € (0,1] e f e g funcées B-diferencidvel no ponto t > 0. Entdo:
1. Ts(af 4+ bg) = alp(f) + bTs(g), para todo a,b € R.
2. Ts(tP) = ptP=P, para todo p € R.

3. T3(\) =0, para todas as fungoes constantes f(t) = .

4. Tp(fg) = [Ts(g) + gTs(f).
5. Ts (5) _ 9T5()~ITp(e)

g2
6. Se f € diferencidvel, entao Ts(f) = tlfﬁj—{(t).

As demonstragoes dos resultados expostos acima podem ser encontradas na refe-
réncia [KHALIL et al., 2014].
Ao apresentar algumas defini¢cdes, o autor mostra que a derivada proposta por

Khalil ¢ um caso especial de derivada deformada conforméavel geral (DDCG).

4.4.4 Derivada de Gateaux

Para obter uma definicao mais geral para as derivadas deformadas, Zhao e Luo
|ZHAO; LUO, 2017] utilizam o conceito de derivada de Gateaux.

Definicao 1: Suponha que X e Y sdao vetores espaciais topoldgicos localmente convexos,
UC X éaberto, e f: X — Y. A derivada de Gateauz df (u; ) de f em u € U na
direcao v € X € definida como

df (u: ) = Tim 20T = f(W) (4.8)

c—0 €

se o limite existir.

Definicao 2: Suponha que X e Y sao vetores espaciais topoldgicos localmente convexos,
UCX éaberto, e f: X — Y et(u,e,p) : X xXRXR — X ondep € R é um
pardmetro. A derivada de Gateauzr extendida (DGE) df (u; 1) de f em uw € U na diregdo
v € X € definida como

dfPC(u; ) = lim , (4.9)

se o limite existir.
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4.4.5 Derivada Deformada Conforme Geral

Seja 1(u,p) uma fungao fracionaria conforme e p € (0,1]. A derivada deformada
conforme geral é definida como |[ZHAO; LUO, 2017|:

P+ eg(u,p) = f(n)

€

D} f(u) = lim (4.10)

A definicao é local e a operacao em qualquer funcao constante fornece o valor zero.

e OBS1: Quando ¥(u,p) = 1, Dy f(u) recai na derivada usual de primeira ordem e

nao tem relacao com a ordem p;

e OBS2: Quando h(p) = 1, de tal modo que ¥ (u,p) = u'~?, DZ (u) coincide com a
definicao de Khalil [KHALIL et al., 2014]. Em outras palavras, a DDC é um caso
especial da DDCG;

e OBS3: O artigo [ZHAO; LUO, 2017] ainda conclui que a derivada deformada local,
proposta por Katugampola [KATUGAMPOLA, 2014|, é um caso especial da deri-
vada de Gateaux estendida. E também que as defini¢coes de Katugampola e Khalil

sdo relacionadas.

4.4.5.1 g-Derivadas

As g-derivadas surgem em um contexto da mecanica estatistica de Tsallis [TSAL-
LIS, 2009; WEBERSZPIL; LAZO; HELAYEL-NETO, 2015]. A origem dessa abordagem
estd na reformulacao da entropia de Boltmann-Gibbs e na consequente deformacao da
algebra e da derivada, assim como para as fungoes exponencial e logaritmica, a saber
g-exponencial e g-logaritmo.

A nova algebra deformada, que resulta dessa abordagem, se aplica de maneira ade-
quada a problemas relacionados a sistemas complexos, principalmente aqueles com métri-
cas fractais e multifractais, dindmicas anémalas de transporte e fenémenos naturais [WE-
BERSZPIL; LAZO; HELAYEL-NETO, 2015; WEBERSZPIL; HELAYEL-NETO, 2016].

Na ¢-derivada, o parametro g recebe o nome de indice entrépico ou parametro de
deformacao, que é responsével por caracterizar o desvio da dinamica anémala, comparati-
vamente a dindmica de sistemas mais simples. Uma proposta para o operador ¢-derivada
foi feita por Borges [BORGES, 2004]|, segue dada por:

onde, .
_ r—Y
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Borges também definiu a ¢-integral, que mantém uma estrutura semelhante & da
integral impropria de Riemann [WEBERSZPIL; HELAYEL-NETO, 2016].

/f dx—/a 1+ dx_/f (4.13)

Onde d,z = hm ASHTE mda:.
Na g¢- derlvada a regra do produto é semelhante as demais derivadas deformadas

locais, respeitando a regra do produto, ou de Leibniz:

Dy(fg) = gDqf + fDyy. (4.14)

Com essa nova algebra, também é possivel fazer a operacao sobre a composi¢ao de funcoes

por meio da regra da cadeia.

D,If o gl(a) = %ﬁf”z?qg(x). (4.15)

A equacao de conducao de calor deformada pode ser tratada usando a g-derivada,

de maneira semelhante ao que esta sendo feito com a derivada conforme.
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5 APLICACOES DO CALCULO DEFORMADO

5.1 Introdugao

Neste capitulo, os problemas resolvidos no capitulo 2 e no capitulo 3 foram de-
formados, ou seja, foi introduzido um parametro de deformacao 5 na derivada temporal,
obtendo assim novos problemas que terao solugoes analiticas diferentes das ja obtidas.

Foi utilizados os mesmos métodos abordados anteriormente, visando mostrar que
apesar das equacoes diferenciais parciais terem derivadas de ordem parametrizada, esses

métodos ainda sao adequados para resolvé-las.

5.2 Solucgoes analiticas da equacao de conducao de calor deformada

Nesta etapa serao apresentados dois métodos de solucao da equacao de conducao de
calor deformada, esses mesmos métodos foram utilizados para resolver a equacao classica

nos apéndices A e B.

5.2.1 Meétodo da Transformada de Fourier

Considerando um problema de conducao de calor em uma barra, isolada termica-
mente, homogénea e infinita. Similar ao apresentado na eq.(2.12), porém substituindo
a derivada temporal de primeira ordem por uma derivada conforme de ordem [, onde
0<p<l.

St =atgt, —eo<u <o, (5.1)
T(x,0) = f(x), —00 < & < 00. '

Considerando @ = ha, onde h é uma constante de dimensionalizagao.. Assumindo
que o processo de conducao de calor ocorre em um meio infinito e aplicando a transformada

de Fourier de maneira anéloga a feita no apéndice A, obtém-se que:

d°T (w, t)

o —4n?*aT (w, t), (5.2)

T(w,0) = f(w). (5.3)

Fazendo uso da propriedade 6 de derivada deformada conforme, calcula-se a deri-

vada deformada presente na eq.(5.2).



- dT(w, 1)
dt

E possivel reorganizar a eq.(5.4) da seguinte maneira:

= —4r%0%aT (w, t). (5.4)

M = —4r’wtat’dt. (5.5)
T(w,t)

Integrando a eq.(5.5),tem-se:

InT(w,t) = —47T2w25/t5_1dt, (5.6)
- 8

InT(w,t) = —47T2w25§ + ¢, (5.7)
~ _4P

T(w,t) = Ce ™% (5.8)

obtém-se entao que a constante de integracao pode ser obtida como
. _of .
T(w,0) = Ce ™% = f(w), (5.9)
C = f(w). (5.10)

Substituindo a eq.(5.10) na eq.(5.8),

~ A __ B
T(w,t) = fw)e ™5 (5.11)

Usando-se o teorema da convolucao e a transformada inversa de Fourier de uma

funcao Gaussiana, obtém-se T'(z,t), como

T(w,t) = %/_Oo f(f)\/%e_%. (5.12)

Se a condicao inicial for associada a funcao delta de Dirac, centrada na origem,

representa um pulso de calor, que da inicio a propagacao da energia térmica, tem-se entao:

Bk (5.13)
e 4ath | .
ViratP

Esta é a solucao analitica da equacao de Fourier deformada via derivada conforme.

T(z,t) =

Nota-se que na eq.(5.13) o tempo esta elevado a uma poténcia nao inteira. Assim, a
solucao possui um comportamento diferente no tempo, quando comparada com a solucao

classica, dada pela eq.(2.13).
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5.2.1.1 Interpretagao Gréfica
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Figura 5.1: Perfil de temperatura considerando o = 0,001m?/s.

Na figura 5.1, é analisado o comportamento do perfil de temperatura deformado,
para diferentes valores de (3, de acordo com a variavel espacial x. Pode-se notar que a
mudanca do parametro de deformacao produz, em todos os graficos, pequenas alteracoes

nas curvas.
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Observa-se que quanto menor o valor de 3, maior é o valor da temperatura no
extremo inicial. Porém quando é analisado o extremo final, a temperatura tende a assumir
valores menores quando é analisado para tempos longos (5.1¢5.1d, 5.1e), ou atingi o zero
mais rapidamente no caso dos tempo mais (5.1a, 5.1b).

Esta caracteristica pode ser uma consequéncia, do fato de que ao serem conside-
rados valores menores para (3, tem-se um material com uma estrutura mais complexa
dificultando assim a conducao de calor.

Vale destacar também, que quanto maior o tempo considerado mais evidente fica

a influéncia dos valores de S no processo de conducao representado.
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Figura 5.2: Perfil de temperatura considerando o = 0,001m?/s e x = 0, 5m.
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Figura 5.3: Perfil de temperatura considerando a = 0,001m?/s e posi¢oes proximas ao
extremo final e ao extremo inicial.

Em todos os gréficos representados a solucao analitica do problema com derivada

de ordem inteira é a roxa, pois nela é considerado 5 = 1, que ao substituir na eq.(5.13),

recai-se na eq.(2.13) encontrada no capitulo 2.
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As figuras 5.2 e 5.3, analisam o comportamento da temperatura com o passar do
tempo. Para plotar os graficos foi preciso escolher posicoes especificas na barra.

Na figura 5.2, foi escolhido analisar o meio da superficie para diferentes valores
de tempo. Posteriormente, na figura 5.3, foi analisando o comportamento do perfil de
temperatura, em posicoes proximas aos extremos da superficie.

As curvas sofrem algumas alteracoes, em relacao a roxa, ocasionadas pelos diferen-
tes valores de 3. Destaca-se que as curvas que representam as solucoes deformadas, nao
conseguem atingir o mesmo pico de temperatura, que foi atingido para solucao inteira, em
momento algum. Por isso parecem isolar mais, ou seja, conduzem menos eficientemente.

O material representado pela curva com [ maior parece ser melhor condutor térmico.
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O resultado encontrado, pode ser relevante quando aplicado em uma estrutura
com caracteristica fractal. Pois ao considerar o parametro de deformacao na derivada, é
possivel encontrar uma solugao que nos mostra a existéncia de uma certa dificuldade no
caminho para o fluxo de calor, tornando a estrutura mais isolante ao calor.

Observe que em ambos 0s casos quanto mais proximos de f = 1, mais proximos

chega-se da solucao analitica classica. Pode-se observar tal comportamento na figura

abaixo.
Comparativo entre a solugdo classica e a solugdo deformada Comparativo entre a solugdo classica e a solugdo deformada
1 1
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Figura 5.4: Graficos comparativos considerando o = 0,001m?/s e t = 100s
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5.2.2 Meétodo de Separacao de Variaveis

Considerando o seguinte problema de conduc¢ao de calor em uma barra, limitada,

isolada termicamente e homogénea.

BT (x,t) __ 02T (x,t)

6t57 :OéTQ’, 0<.T<l,
T0,t)=T(,t)=0 t > 0;
T(z,0) = Tosen (%£) =z € (0,1);
T/ (2,0) =0, z € (0,1).

Onde, Ty é a temperatura inicial do problema e @ = ah.

(5.14)

Assim como no capitulo 2, este problema acima é regido, pela mesma EDP que

o anterior 5.1, porém apresenta outras condicoes. Ao analisar as condicdes de contorno

fornecidas, percebe-se que o MSV ¢é adequado para resolver o problema.

Explicitando a derivada deformada conforme via propriedade 6 e considerando

[ = 1m, tem-se.

x —_ 2 x
= ﬁaTét ) — w2 gi,;t), 0<z<l,
T0,t)=T(1,t)=0 t>0,
T(x,0) = Tosenmx z € (0,1),
— 30T (x,
sl z € (0,1).

(5.15)

Pelo método de separacao de variaveis, é possivel separar o problema da seguinte

= 3" u(@)6lt)

Substituindo a eq.(5.16) no problema 5.15, tem-se:

£, (2) 50 = @, () T = —y, 0<a <1,
%Z)n(o)gbn( ) - %( )Cbn( ) = t >0,
Un(2)$n(0) = Tosenﬂa? € (0,1),

t1Bap, () Ll = 0,

z € (0,1).

A partir dessa substituicao, surgem dois problemas, a saber:

dfgg +yU(z) =0 0<x <1,

1/)n( )—¢n( ):0;

Yn(x) = senmx.

dd)”(t) +yat? 1o, (t) =0 t > 0;

¢7L( ) TO;

don(0)
dt 0.

Resolvendo o problema 5.18; os calculos podem ser feitos de maneira

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

analoga ao
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feito no apéndice B. Logo, seguindo os mesmos passos obtém-se que n = 1, e a seguinte

solucao analitica para o problema:

U(x) = sen(mz). (5.20)

Note que o resultado é o mesmo encontrado para o problema com derivada classica
B.2.4. Isso se justifica pelo fato de que o problema abordado nesta se¢ao, possui apenas
derivada temporal deformada. Assim sendo, é de se esperar que apenas a parte temporal
da solugao analitica seja alterada.

Resolvendo o problema 5.19, tem-se que:

d¢£t<t) _ —’y@tﬁ_1¢n<t); (5.21)
o
(b(t) =Cie 7 ; (5.22)

Aplicado a condicao de contorno, obtém-se:

—tB

o(t) =e 7 (5.23)

Entéao, substituindo as equagoes (5.20) e (5.23) em (5.16), a seguinte solu¢ao anali-

tica para a equacao de conducao de calor deformada, por separacao de variaveis é obtida.

—n2ath

T(x,t) = Tysen(mx)e ¢ . (5.24)

E possivel encontrar outros estudos, que obtiveram a solucao analitica da equacio
de conducao de calor deformada de maneiras diferentes. Entre esses trabalhos, existe um
apresentado por Khalil e Abu-Shaab [KHALIL; ABU-SHAAB, 2015] e o apresentado por
Abu Hammad e Khalil [ HAMMAD; KHALIL, 2014].
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Solugdo analitica da ECCD por MSV
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5.2.2.1 Interpretagao Gréfica
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Figura 5.5: Perfil de temperatura considerando o = 0,001m?/s e Ty = 20°C.

Assim como na secao anterior, em ambas as figuras a curva roxa equivalente a

solugdo analitica inteira, pois quando coloca-se § = 1 na eq.(5.24), volta-se a eq.(2.15).

Devido a diferentes condi¢oes que regem o problema analisado neste momento, os graficos

obtidos possuem comportamento bem diferentes dos da secao anterior.
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Como a nossa parte espacial, na eq.(5.24), é composta de uma fungao trigonomé-
trica seno, ao plotar o grafico no espaco, obtém-se curvas que se assemelham a parabolas.
Porém, como nosso objetivo aqui é avaliar o comportamento de acordo com os
diferentes parametros de deformacao, o tempo ¢t = 100s basta. Note que quanto menor
o valor de 3, a curva atinge temperaturas mais altas. Dependendo do fenémeno fisico
em que estes conceitos serao aplicados, esta informacao pode ser de grande relevancia,

pois o comportamento detalhado nos graficos acima podem indicar novamente isolamento
térmico.

Solugdo analitica da ECCD por MSV Solugdo analitica da ECCD por MSV
v oy ' ™ et . i 5 20 T v o v + ' B T
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Figura 5.6: Perfil de temperatura considerando a = 0,001m?/s, e Ty = 20°C.

Na figura 5.6, analisa-se o comportamento da temperatura em relacao ao tempo,
note que logo no inicio do evento, segundo o grafico, as alteracoes causadas no problema
sao minimas, tendo um intervalo de tempo que visualmente sao quase irrelevantes.

Porém, no meio da barra essas variacoes ja ficam evidentes, tornando assim im-
portante a presenca do parametro de deformacao, 3, na solucao. A final, mais uma vez,
o problema tende a aproximar as curvas, de certa forma isto ji era esperando. Vendo
que o problema em questao nao possui uma fonte geradora de calor constante, por isso a
temperatura diminui cada vez mais com o passar do tempo.
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Nota-se ainda que quanto menor for o valor de (3, maior serd o tempo necessario
para o decaimento da temperatura no material. O material associado & curva com 3 = 0.95
esfria mais lentamente que as demais. Ou seja, ¢ melhor isolante térmico.

Conclui-se que materiais com valores menores para [3, por terem estruturas menos
conexas ou mesmo fractais, dificultam a transferéncia de calor. Isso poderia ser usado na
prética, para testar materiais. Caso o material esteja desgastado, a transferéncia de calor
fica mais limitada, tornando este material um isolante térmico.

O grau de desgaste de um determinado material poderia ser indicado pelo para-

metro 3. Assim, um espectroscopia térmica poderia ser criada para a industria.

5.3 Equacgao de Cattaneo-Vernotte Deformada

No capitulo 3 foi obtida a ECV, a partir da lei de Fourier. Nesta etapa o objetivo
¢ obter a equagao de Cattaneo-Vernotte deformada (ECVD). Para esse fim, faz-se uma
expansao deformada de Taylor, baseada na ref. [ABDELJAWAD, 2015].

B
g(wt+7) = q(x,t0) + 5 54 = —kVT, (5.25)
0 < <1, entao
898
e to) + 55 = ~kVT, (5.26)

Na eq.(5.26), é facil ver que o fluxo de calor ndo ocorre mais instantaneamente,

e também depende da deformacao da derivada. Fazendo as substituicoes apropriadas,
obtém-se:

or T°oo°T k

E + E&W = p_cva’ (5.27)

No entanto, esta nao é a inica maneira de encontrar formas deformadas da equacao

de Cattaneo-Vernotte. Considerando a equagao de continuidade com a derivada defor-

mada no tempo, reescrevendo-a da seguinte maneira:

oPT

Vg =—pcs s
q pcatﬁ

0<p<l1 (5.28)

Novamente, usando a derivada deformada ng; na equacao de continuidade e fazendo
as substituicoes, obtém-se:
o°T BoPofT  k
TSR v (5.29)
ot~ B otP otP  pc
Note que a eq.(5.29) tem um problema dimensional. Para resolver isso foi adicio-

nado um parametro de deformacio h, que tem dimensao s' 7.
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0T 78 08 9°T

- + ———~—— =ahV°T. 5.30

o T Boorr @ (5:30)
Note que, se 7 tende a zero, vocé tem de reobter ECCD, e assim a solucao deve

coincidir. A equacao acima foi escolhida como base para os proximos calculos.

5.4 Solucgoes analiticas da equagao de Cattaneo-Vernotte deformada

A seguir, sera apresentados dois métodos para encontrar a solucao da equacao de
Cattaneo-Vernotte deformada. Os métodos escolhidos nessa parte do trabalho, sao os

mesmos utilizados para resolver a ECV na forma usual, nos apéndices C e D.

5.4.1 Meétodo da Solucao Tentativa

Considerando a equagdo unidimensional de Cattaneo-Vernotte deformada (5.30),
que foi obtida na secao acima 5.3, utilizando esta equacao para o mesmo problema estu-

dado na subsecao 3.4.1:

PT(xt) | 78 98 PT(at) _ —*T(xyt)

otb + F@tﬁ otB - oz2 O<x<l
7(0,0) = Ty, (5.31)
T(,0)="T,.

Onde, @ = ha, T} e T; sao as temperaturas impostas nos contornos. Sendo 7; a tempe-
ratura inicial do material estudado (no nosso caso carne processada), e Tj, a temperatura
da superficie que entrard em contato com o material (chapa aquecida).

Uma possivel solugao para o problema 5.31 foi proposta, a fim de incorporar as

varidveis X e t em uma funcao exponencial esticada.

T(x,t) = Ae“* e’ (5.32)
Onde A, a, e b sao constantes, com dimensoes das grandezas de temperatura, espago e
tempo, respectivamente. Substituindo a eq.(5.32) no problema proposto, e fazendo os
devidos calculos das derivadas, tem-se:

azx bth 202 ax btﬁﬁ = 2 ax btP
Abpe®e™ + Ab” e e 5 = aAa“e®e™ . (5.33)

Simplificando a equagao acima

7P Bb* 4 b — @a® = 0. (5.34)

Com uma simples analise dimensional, é possivel perceber que, a eq.(5.34) respeita

as condicoes propostas no inicio do desenvolvimento do calculos. Resolvendo esta equacao,
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encontram-se os valores para a constante b.

,_ £/ 1 4rPfad?

5.35
2783 (5:35)
Pode-se reescrever a eq.(5.32), da seguinte maneira:
8 & 5 12 B - 2
Tty = Acwe i [TV R} | 5y (o) (5.36)

Para obter as demais constantes, faz-se necessario o uso das condicoes de contorno
do problema.
Substituindo entao 7'(0,0) = Ty, na eq.(5.32), tem-se:

T(0,0) = A’ 4 0 =T, (5.37)
24 = Tp, (5.38)

T,
A= 7’1 (5.39)

Substituindo entao T'(l,0) = T}, na eq.(5.32), tem-se:

T(1,0) = T; a0 4 0 — 7, (5.40)
The™ =T, (5.41)

e = % (5.42)

al =In (%) : (5.43)

a= %ln (;i) (5.44)

Substituindo as equacoes (5.39 e 5.44) na (5.36), obtém-se a solu¢ao analitica do
problema 5.31 dada por:

{ef\/i_%fﬁ{%l”%r + e_g\/fw_ s {tingt } } (545)
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5.4.1.1 Interpretagao Gréfica

Solugéo analitica da ECVD via solugdo tentativa. Solugdo analitica da ECVD via solugdo tentativa.
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Figura 5.7: Perfil de temperatura em tempos diferentes, considerando o = 1,4.107"m? /s,
Ty = 20°C, T), = 160°C' e 7 = 15s.
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Figura 5.8: Perfil de temperatura, em posicoes diferentes, considerando a =
1,4.107™m?/s, Ty = 20°C, T, = 160°C, e 7 = 15s.
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Nas figuras acima, assim como nos casos anteriores a curva roxa representa a
solugdo inteira, pois ao substituir 5 = 1 na eq.(5.45), encontra-se a eq.(3.16).

A figura 5.7 analisa o perfil de temperatura do problema regido pela ECVD, solu-
cionado por meio do método de solucao tentativa. Note que as variacoes se tornam mais
perceptiveis, a medida que, escolhem-se valores maiores para o tempo.

Observe que quanto menor o valor de beta mais baixas sao as temperaturas em
relagao as demais curvas. Note que, novamente, isso indica que o material € um condutor
térmico pior do que os caracterizados pelo parametro beta maior. Elevar a temperatura
desse material é mais dificil e ele é melhor isolante térmico.

Na figura 5.8, foi mantido o parametro f usado na figura 3.2, pois foi tomado
como base o artigo da ref.|[CHOI et al., 2016|. Foram feitas simulagoes para diferentes
posicoes. Porém, para os pardmetros considerados, a variacao entre as curvas sao quase

imperceptiveis.

5.4.1.2 Interpretagao alternativa

Assim como foi feito no artigo da ref. [CHOI et al., 2016], e no C foi analisado sepa-
radamente alguns termos da equacao. Para verificar se existe alguma forma de simplificar
a eq.(5.45), e obter uma soluc¢ao particular, com outra interpretacao..

Serdo consideradas as duas fungoes abaixo, que fazem parte da eq.(5.45), porém

nesse momento serao analisadas separadamente.

P 1 @ [1 R
fi(ty = TVt (5.46)

f2(t) = e—é\/f%ﬁ—zxﬁ{%m%}i (5.47)
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Figura 5.9: O comportamento das funcoes f! e f2.

A figura 5.9, mostra trés graficos distintos, onde apesar dos diferentes valores para
o parametro de deformacao (3, as curvas se comportam de maneira semelhante a figura
10.1.

Nos trés casos referidos, observa-se que a curva que representa f! cresce exponen-
cialmente. Porém, a curva associada a f? assume valores despreziveis com o aumento o
passar do tempo.

Com o auxilio do software MATLAB, foi tracada uma terceira curva, esta calcula
a soma das duas parcelas estudadas. Conclui-se assim, que quanto maior o tempo, menos
¢ a contribuicdo da curva f2, deixando assim a soma das duas bem préxima da propria
f1. Com isso, foi assumido que assim como foi feito na ref.[CHOT et al., 2016], a parcela
que representa f? na solucdo analitica pode ser descartada, mesmo que os valores de [
sejam diferentes. Simplificando assim a eq.(5.45), e propondo outra solu¢ao, com A=Th,

obtém-se:

e T 8 Bl w f1g, T2
T(x,t) = T "Tre 57 { e Vs {ing (5.48)
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A eq.(5.48) é a solucdo particular, alternativa para ECVD por solucao tentativa.
Analisando graficamente esse resultado obtém-se:

Solugdo analitica da ECVD via solugdo tentativa. Solugdo analitica da ECVD via solugdo tentativa.
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Figura 5.10: Perfil de temperatura, para tempo diferentes, considerando o =
1,4.107"m?/s, Ty = 20°C, T}, = 160°C, e 7 = 15s.

5.4.2 Meétodo de Separacao de Variaveis

Note que a se¢do acima usa o método proposto na ref.[CHOI et al., 2016], mas
como o proprio autores concluem, apesar dele ser matematicamente bem mais simples,
dependendo do fendémeno abordado ele pode fornecer alguns resultados nao muito precisos.

Logo, buscando mostrar que também ¢é possivel resolver uma EDP deformada por
um método mais tradicional, no proximo problema sera usado o MSV.

Considerando a eq.(5.30), nesta subsegao foi resolvido o problema que possui as
mesmas condicoes do apéndice D, tendo com base uma haste fina, homogénea, termica-

mente condutora, de secao transversal e difusividade térmica constantes.

B B 9B o8 —
IL+ 8L —avPT 0<z<l,

B otP otP
T(0,t) =T(l,t) =0, t >0, (5.49)
T(z,0) = Tysen (=), '
T (x,0) =

Assim como para a forma inteira, visando simplificar os célculos, o problema sera

adimensionalisado. Para isto, é necessario fazer as seguintes substituicoes:

T T o
==, X== 0 =7 ).
Ty [ (12)

Obtendo assim o seguinte problema admensionalizado:

ol



Solugao analitica da ECVD via solugdo tentativa Solugéo analitica da ECVD via solugdo tentativa

=
3
Iy
&

beta=095 beta=0.95
180 beta=0.97 144 beta=0.97

beta=0.99 beta=0.99 -
158 beta=1

=

beta=1 L
/, ~

g

o GMD

o &

o o

s £

<] 4]

L 152 2 138

£ £

€L @D

Foqso L kY
148 132

g
=
=

=)

=]

_\
S

I

&

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 05 1 15 2 25 3 5 4 45 5
Tempo adimensional ttau Tempo adimensional ttau
(a) z = lmm. (b) x = 2mm

Solugdo analitica da ECVD via solugdo tentativa

132

beta=0.95
beta=0.97
beta=0.99
beta=1

@
=]

)
@

&

Temperatura (°C)
BB

o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Tempo adimensional ttau

(c) x = 3mm

Figura 5.11: Perfil de temperatura, para diferentes posicoes, considerando o =
1,4.107"m?/s, Ty = 20°C, T), = 160°C, e T = 15s.

Bu B 9By, 24,
gw—’_mgwgw:%, 0< X <1,
0,0) =u(1,0) =0 6 >0
U,( ) ) u( 5 ) 5 , (550)
u(X,0) = sen(7X), X €(0,1),
ons(X,0) =0, X € (0,1).

Onde p = T;TQE, e sabendo que [ = 1. Usando o método de separacao de variaveis.

u(X,0) = 1hn(X)n(0). (5.51)
n=1
Obtém-se assim dois problemas:

T = 0 (X), 0< X <1,
(X)) = sen(nrX), (5.52)
n(0) = 1, (1) = 0.
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B dPn(0) | dPon(0
To 495 feﬁ( 2+ j@ﬂ( b= —q6u(6), 6>0,

$a(0) =1, (5.53)
f1-74al0) —

O problema 5.52 pode ser resolvido de maneira anéloga a feita no apéndice D,

obtendo assim o mesmo resultado para a parte espacial:

(X)) = sen(nX). (5.54)

Agora resolvendo o problema 5.53, sabendo que n = 1. Pode-se propor ¢(f) =
8
Ae?’F como uma possivel solugao deformada. Substituindo a proposta de solucao, no

problema, obtém-se:

08 08
dP | Aef s d°P | Ae’ B
dP 0B
(5.55)

_ — _ P 5
TG agp T g AeT

Resolvendo as derivadas:

5 5 5
TOAer% + Ape% = —vAep% (5.56)
T’ +p+y=0 (5.57)

E obtida uma equacdo caracteristica (5.57), que tem como solu¢ao:

-1+ 1 — 4d7rym?

_ 5.58
p o7 (5.58)
1 VI—dnn?
SR A S L (5.59)
27’0 27'0

Sera considerado:

/ 1
\/ 1—41gm2 42 2 70 /To—
w= = (2 =m0) = ™D onde 7. =
270 270 T0 ?

42

Mais uma vez, fazendo os calculos de maneira anéloga ao que foi realizado no

apéndice D, tem-se trés casos:

e A>0;

To < Te.

o A=0;

T0 = Te-

03



e A <.

T0 > Te-

No primeiro caso, quando A > 0, significa que existem duas raizes reais distintas

para equagao, logo uma possivel solucao é:

[,LMJ] o2 [,L,w] 02
o(0) = Clel 2017 4 C2el 20 "7 (5.60)
Aplicando as condigoes do problema 91’5%(2) = 0 e ¢(0) = 1, encontra-se as
seguintes constantes:
C1l = 279+1
Arow (5.61)
—14271w
C2 = e,

Substituindo as constantes encontradas (5.61), na eq.(5.60), tem-se:

B _ B
o(0) = 2oL o[l | TLE 200 [gu] (5.62)

4row 4row

Ao reorganizar a equacao acima, encontra-se:

6(0) = el cosh (“"eﬂ) + sent CU%B)
N I} V1—4r?r,

No segundo caso, quando A = 0, existem duas raizes reais iguais, entao a solugao

(5.63)

serd da forma:

[-£]2 6° ]2
o) = Crel 7 1 ol Ll (5.60)
Aplicando as condicoes do problema, 01_5%(2) =0 e ¢(0) = 1, é encontrado as
seguintes constantes:
Cl=1

’ (5.65)

C2 =5,

70

Substituindo as constantes encontradas (5.65), na eq.(5.64), tem-se:

B 4+ ——el 270 ﬁ’ (566)

Ao reorganizar a equacao acima, encontra-se:

P(0) = e[f%} [1 + 2?—:5] : (5.67)

No dltimo caso, quando A < 0, existem duas raizes complexas para compor a
solucao, assim:
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__1]e? 68 _1]ef 68
»(0) = Cle[ 7a) % cos (%) + C’Ze[ 7] % sen (%) , (5.68)
Aplicando as condicoes do problema 61*5%(2) = 0 e ¢(0) = 1, encontra-se as
seguintes constantes:
c1=1,
o (5.69)
~ 27w’

Substituindo as constantes encontradas (5.69), na eq.(5.68), tem-se:

P(0) = e[_%]%cos <ng5) + Qlee[_ﬁo]ggsen (ngﬁ) , (5.70)
0

Ao reorganizar a equacao acima, encontra-se:

weB
o [ (£2) 4 2 (+5)
o(0) = el 2081 | cos 3 —i—m

A solucao do problema, é a juncao das solucdes aqui encontradas nas equacoes
(5.54), (5.63), (5.67) e (5.71):

(5.71)

08

uw(X,0) = sen(rX)e 2050, (5.72)

(cosh (ﬂ> + —Senh(%>

3 e bara T <7
©= [1 + zifg} , para Ty =T, (5.73)

w9/3
98 sen(—ﬁ )
cos | Y= ——= | . para To> T,
L |: < ) - \/|1—4m27| p 0 ¢

Reescrevendo 5.72 e 5.73, de maneira dimensional:

B
T(x,t) = TOSGTL(WI)B_;TW@. (5.74)
4 B
wiba senh(%)
cosh ( 3 ) + i para Ty < T,
A
©= [1 + 2206} . para Ty = Te (5.75)
tﬁf sen(%)
[cos( 3 )—l— \/I1—47r2m} . para Tg> T,
Onde%z#em:%.
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5.4.2.1 Interpretagao Gréfica

Analisando a eq.(5.74) por meio de graficos. Verificando assim sua validade. Ob-
serve que nas figuras representadas abaixo, a curva em roxo refere-se ao valor de g =1,

ou seja, ¢ quando obtém-se a solugdo dada pela eq.(3.21), obtida através do problema

3.18, que nao possui deformacao.

Solugdo analitica da ECVD por separagao de variaveis

.

beta=0,95
beta=0,97
beta=0,99
beta=1

Temperatura(®C)
=

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
*(m)

(a) T=10s e 79 < Te.

Solugdo analitica da ECVD por separagdo de variaveis

Temperatura(®C)
=]

s

] beta=0,95
beta=0.97
beta=0,99
beta=1

0 01 02 03 04 09

(b) Considerando 7 = 25.33029...s tem-se: 79 < 7,

para S # 1 e 19 =7, para § = 1.

Sclugde analitica da ECVD por separagao de variaveis

Temperatura(®C)
=]

e

.

beta=0,95
beta=0,97
beta=0,99
beta=1

\

03 04 05 08
x(m)

0.7 08 09

(c) 7 =50s e 19 > Te.

Figura 5.12: Perfil de temperatura considerando o = 0,001m?/s, Ty = 20°C e t = 1s.
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Solugdo analitica da ECVD por separagao de variaveis Solugdo analitica da ECVD por separagdo de variaveis
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(a) T=10s e 79 < Te. (b) Considerando 7 = 25.33029...s tem-se: 19 < T,
para S # 1 e 19 =7, para 5 = 1.

Solugédo analitica da ECVD por separagio de variaveis
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(c) 7 =50s e 19 > Te.

Figura 5.13: Perfil de temperatura considerando a = 0,001m?/s, Ty = 20°C e t = 100s

Note que para t = 1s, os diferentes parametros de deformacao ainda nao produ-
zem alteracoes entre as curvas, que correspondem a mesma curva obtida para a solucao
analitica classica da ECV 3.21.

Porém na figura 5.13, percebe-se que para t = 100s, as diferencas entre as curvas
para diferentes ( ficam mais explicitas. Onde para [ menores, a temperatura atinge

valores mais elevados.
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Solugéo analitica da ECV por separagio de variaveis Solugéo analitica da ECV por separagdo de variaveis
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Figura 5.14: Perfil de temperatura considerando o = 0,001m?/s, Ty = 20°C' e z = 0,2m
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Figura 5.15: Perfil de temperatura considerando o = 0,001m?/s, Ty = 20°C' e z = 0,5m
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Solugdo analitica da ECV por separagdo de variaveis
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Figura 5.16: Perfil de temperatura considerando a = 0,001m?/s, Ty = 20°C e z = 0,9m

As figuras 5.14, 5.15 e 5.16, referem-se as curvas para diferentes valores de [, nas
posicoes x = 0,22m, x = 0,5m e 0,9m. Note que em 5.14b, 5.15b e 5.16b, exste uma
grande divergéncia, entre a solugdo analitica classica (f = 1) e as demais. Isso ocorre
porque como a solugao analitica encontrada na eq.(5.74), é dividida em casos, quando o

£ = 1 recai-se diante do caso onde 79 = 7.. Porém, quando 8 # 1 tem-se o caso onde

T0 < Te-

20 40 60 B8O 100 120 140 160 180 200
tempo (s)

(c) T=50see Ty > Te.
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Figura 5.17: Perfil de temperatura considerando o = 0,001m?/s, Ty = 20°C e t = 100s.

Assim como em 3.4.2.1, é possivel comparar as solucoes encontradas para equacao
de Cattaneo-Vernotte deformada e para equacao de Fourier deformada, obtidas através
da solucao dos problemas via separacao de variaveis. Note que assim como em 3.7, os
graficos sao exatamente iguais, com isso é verificado que mesmo na forma deformada,

quando considera-se 7 tendendo a zero na equacao de Cattaneo-Vernotte, ela recai na
equacao de Fourier deformada.
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6 METODO NUMERICO

6.1 Modelagem Computacional

Em intimeras situacoes de processos fisicos surge com a necessidade de uma imple-
mentacao numeérica, para a solucao do problema abordado. A simulacao computacional
vem se tornando um bom método para aumentar a eficiéncia e agilidade na interpretagao
de alguns problemas de conducao de calor. Porém exigem um dominio aprofundado do
ferramental matemaéticos e computacional.

Segundo [ARAUJO; MENDES; BASTOS, 2001, modelar processos e situacdes fisi-
cas significa identificar todos os fatores que fazem parte do cenario de desenvolvimento do
produto ou acontecimento, entendendo seu inter-relacionamento e as reacoes no decorrer
do tempo.

Sendo uma area de conhecimento multidisciplinar, é possivel encontrar estudos
envolvendo a modelagem computacional em contextos tao vastos quanto as engenharias,
ciéncias exatas, biologicas, humanas e economia. A engenharia mecanica, por exemplo,
utiliza diversos tipos de simulacoes computacionais para obter melhorias em maquinas,
deslocamentos de fluidos, equipamentos, transferéncia de calor, entre outras.

O autor [DE FREITAS et al., 2015], busca algumas generaliza¢oes para a equacao
de Richards, que governa o fenémeno de infiltracao da agua, em meios porosos. Devido o
uso do calculo fracionario, torna-se necessario o uso de programas computacionais, para
simular numericamente o problema, por isso o autor usou o método de diferencas finitas.

A transferéncia de calor também é uma area bem explorada na modelagem compu-
tacional. A propria ECV ja foi utilizada como base em numerosos estudos. Dependendo
do fenémeno que se deseja modelar, a simulacao numeérica se mostra bem mais eficiente e
até mesmo menos trabalhosa do que buscar a solugao analitica.

Em seu artigo, [MICKENS; JORDAN, 2004], utilizam um esquema de diferencas
finitas nao padrao, para um problema em uma haste solida e fina, em que a conducao
de calor dentro dela é regida pela lei de Cattaneo-Vernotte. O autores realizam uma
comparagao entre a solucao analitica e a numérica para finalizar as conclusoes do artigo.

Em 2016, [DA SILVA, 2016] deu uma contribuicao a esse estudo [MICKENS; JOR-
DAN, 2004], mostrando-se que o método nao-usual de DF, é usado para melhorar as taxas
de convergéncia, recuperar as propriedades qualitativas, elimina as oscilagoes nao lineares,
conseguir estabilizar ou dar consisténcia.

A aplicagao de solugoes numéricas na ECV sao extremamente abrangentes. Outro
trabalho dedicado para tal estudo [CHEYUO, 2015], propds uma ECV fracionéria em um
meio semi infinito médio. Além de resolver analiticamente, o autor utilizou um esquema

de DF implicita para obter a solu¢ao numérica, e assim comparou as solucoes.



A busca por modelar computacionalmente alguns dos problemas propostos nesse
trabalho, traz mais consisténcia a pesquisa, abrindo o campo de aplicacao até mesmo para
equagoes nao lineares ou/e com condiges nao lineares, visto que grande parte dos proble-
mas reais, se enquadram nesse perfil e por isto possuem solugoes analiticas extremamente
dificeis de serem encontradas ou até mesmo impossiveis.

Foram definidos entao alguns conceitos basicos para a implementacao do método
de (DF), para assim aplici-lo em dois dos nossos problemas, tanto na forma deformada,

quanto na forma inteira.

6.2 Série de Taylor

Seja f : (a,b) x (0,7) <— R uma fungao derivavel até a ordem n + 1 em (a,b)

% continua em (a, b) e seja x € (a,b). Entao existem um € € (a,b) tal que [DE

OLIVEIRA, 2016];

com

2 02 3 03
u(r + Az, t) = u(z,t) + Axf?u(x,t) n Azx® 0%u(z,t) N Az® Pu(z,t) N

ox 21 0x? 3! ox3 (6.1)
Azt oz, t)  Ax™ 0"z, t) ’
’ ’ O(Az™),
=D et g OB
Onde o erro de Langrange ¢ dado por:
A n+1l qgn+1
O(AQEnJrl) — ( x a u<€7t) (62)

(n+1)! Qznt!
A Série de Taylor relaciona os valores da funcao e suas derivadas, num ponto x,

com valores dessa mesma func¢ao numa vizinhanca de z. Quando z = 0, chama-se de Série

de Mac-Laurin.

6.3 Meétodo de Diferencas Finitas

No método de DF, as derivadas sao aproximadas pela diferenca entre os valores
das solucoes discretas e as solucoes sao aproximadas, através da série de Taylor.

O método de DF discretiza as variaveis, deste modo, as derivadas existentes sao
substituidas. Usando-se a série de Taylor para calcular as solucoes discretas da funcao.

Calculando assim a diferenca entre essas solucoes, e substituindo as derivadas.

6.3.0.1 Diferenca finita progressiva no tempo

Neste caso, o objetivo é encontrar o operador de diferencas progressivas para a

derivada de primeira ordem no tempo, e para isto, desenvolve-se a série de Taylor. Neste
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primeiro momento, sera considerado apenas até n = 1 [DE OLIVEIRA, 2016|.

(et + At) = u(z, t) + Ataugi’ DL o). (6.3)
ou(x,t)  u(z,t+ At) —u(x,t)
5% A7 + O(At). (6.4)
Sabendo que O(At) := —%f).

Acima encontra-se a derivada temporal de 1° ordem, para encontrar a derivada de

2° ordem, mais uma vez expandindo a série de Taylor, porém até n = 3.

Ou(z,t) N A2 Pu(z,t) At QPu(x,t)

u(@, t+ At) = u(z,t) + At—p 2l o 31 ot

+O(AtY).  (6.5)

6.3.0.2 Diferenca finita regressiva no tempo

Neste caso, o objetivo é encontrar o operador de diferencas regressivas para a
derivada de primeira ordem no tempo, e para isto, serd desenvolvida a série de Taylor,
porém apenas até n = 1 [DE OLIVEIRA, 2016].

w(a,t — At) = u(z,t) — At% +O(AB), (6.6)
ou(z,t)  wu(z,t) —u(z,t — At)
= At). :
ot At O (67
Sabendo que O(At) := —%ﬁ).

Assim como o que aconteceu acima, foi encontrado a derivada de ordem 1 no tempo.

Novamente, expandindo-se a série de Taylor, até n = 3.

t@u(az,t) N AL Pu(z,t) AL Pu(z,t)
ot 2! ot? 3! ot?

u(z,t — At) = u(z, t) — A +O(AtY).  (6.8)

6.3.0.3 Diferenca finita centrada no tempo

Para derivada de segunda ordem no tempo encontra-se o operador de diferencas

centradas, logo somando a eq.(6.5) e a eq.(6.8), tem-se:

O?u(x,t)

u(z,t + At) +u(z, t — At) = 2u(z,t) + At? 502

+ 20(At). (6.9)

Pu(z,t)  wu(z,t+ At) —2u(z,t) +u(z,t — At)
Y — Y Y Y A . .1
2 INE + O(At) (6.10)

Sabendo que O(At) := —QOiff).
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6.3.0.4 Diferenca finita centrada no espaco

Para derivada de segunda ordem no espaco encontra-se o operador de diferencas
centradas, considerando a série de Taylor desenvolvida até a quarta parcela, fazendo assim
um truncamento em n = 3 [DE OLIVEIRA, 2016].

Diferencga finita progressiva no espaco

ou(z,t)  Az®Pu(x,t) Az’ OPu(x,t)
i 2l Ox? * 31 O3 *

u(r + Az, t) = u(z,t) + Ax O(Azx*). (6.11)

Diferenca finita regressiva no espaco

x(?u(x,t) N Ax? 0u(w,t) B Ax® PBu(w,t)

Ox TR s ges T OB (6.12)

u(x — Az, t) = u(z,t) — A

Para obter a diferenca finita centrada basta somar a eq.(6.11) e a eq.(6.12).

0*u(z,t)

52+ 20(Az?). (6.13)

u(z + Az, t) + u(z — Az, t) = 2u(z, t) + Az?

OPu(x,t)  u(x+ Awx,t) — 2u(z,t) + u(ex — Az, t)
= e + O(Az). (6.14)

Sabendo que O(Az) := —%.

6.4 Modelagem numérica da equacao de conducao de calor classica

Considerando o problema ja resolvido analiticamente 2.14. Para igualar a notagao

acima, considerando T' = u.

el — o FH2t g <z <

u(0,t) =wu(l,t) =0 t>0; (6.15)
u(z,0) = Tosen (%) z € (0,1); '
u(z,0) =0, z € (0,1).

Para iniciar a equagao de conducao de calor serd discretizada. Usam-se os ope-
radores de diferencas finitas progressivas 6.4 e centradas 6.14, para a aproximacao das
derivadas de primeira ordem no tempo e segunda ordem no espaco. Obtendo entao:

u(z,t + At) — u(z,t) u(z + Az, t) — 2u(z,t) + u(x — Az, t)
=« 5 , (6.16)
At Ax

Com residuos da ordem de O(At) e O(Ax). A equagdo acima nos motiva a usar a

seguinte notacao para facilitar o entendimento.
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n+1 n n n n
At Az? ’ '
" ut g —2ut "
o [Ba T ) 619
Definindo 0 = a-25, tem-se:
Wt = (1—20)u) +o(ufy, +uf,). VneN (6.19)

Com a eq.(6.19), tem-se um esquema numérico explicito, onde a solugao no instante
de tempo n + 1, depende apenas das solugoes em passos de tempos anteriores. Fazendo

as simula¢oes numeéricas no software Matlab, obtém-se os seguintes resultados:

Comparagao solugdo numérica e analitica da ECCC Comparacao solugdo numérica e analitica da ECCC
— T — - - T a T 1 8r T — - - T T T

Temperatura (°C)
.
Temperatura (°C)
-

E

Solugdo numérica t=10s 1+
Solugdo analitica t=10s 1

Solugao numerica 1=100s |
~ Solugdo analitica t=100s

oE L L 1 L L L L i i o L L 1 L L " L 1 i

1] 01 02 03 04 05 06 07 0.8 09 1 1] 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x(m} x(m}

(a) t =10s (b) t = 100s

Figura 6.1: Anéalise comparativa da solucao numérica e analitica, considerando o =
0,001m?/s e Ty = 20°C'.

Para obter a curva referente a solugao numérica na figura 6.1a, foi considerado
J+1=20e N+ 1 =20, com isso nosso dominio foi um quadrado com J.N = 361 pontos
interiores. A figura 6.1b, foi mantido J + 1 = 20, porém como o tempo de observagao
escolhido foi maior, foi considerado entao N 4+ 1 = 50, e assim obtém-se um retangulo
como dominio com J < N = 931 pontos interiores.

Os graficos acima, deixam claro que o método escolhido (DF) é eficiente quando
comparado com a solu¢do analitica encontrada pela eq.(2.15). Conclui-se também, que
ao ser aumentado o nimero de pontos interiores , como foi feito abaixo, mais precisa a

curva se torna, porém o custo computacional eleva.
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Comparagao solugdo numérica e analitica da ECCC
e = s = el
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Solugdo numérica t=100s |
Solugdo analitica t=100s

0% 1 e A -+ L 1 L 4 -k

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x{m)

Figura 6.2: Andlise comparativa da solugdo numérica e analitica, considerando o =
0,001m?/s, Ty = 20°C, t = 100s e N = 99.

6.5 Modelagem numérica da equacao de conducao de calor deformada

Considerando o problema ja resolvido analiticamente 5.14. Para igualar a notagao

acima, considerando T = wu.

Thet =atet 0<a <l

u(0,t) = u(l,t) =0 t>0; (6.20)
u(z,0) = Tosen (%) x € (0,1); '

u) (x,0) = 0, z € (0,1).

Aplicando a propriedade 6 de derivada deformada conforme, o problema 6.20 é

reescrito da seguinte maneira:

Pl S G <<l
w(0,t) = u(l,t) =0 t>0; (6.21)
u(z,0) = Tosen (%) x € (0,1);
t'Puy(2,0) = 0, e (0.0,

erd feito a discretizacao do problema 6.21 de maneira anéloga ao da secao anterior.
Serao usados os operadores de diferencas finitas progressivas 6.4 e centradas 6.14 para a
aproximacao da derivada de primeira ordem no tempo e da derivada de segunda ordem

no espaco, tem-se entao:

tl_ﬁu(x’ t+ At) — u(x,t) u(x + Ax,t) — 2u(x,t) + u(z — Az, t)
=«

At Az? ’

(6.22)
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Com residuos da ordem de O(At) e O(Ax). Sera mantido o uso da notagao usada

na secao anterior, visando simplificar a escrita dos célculos

n+1 n ra.,n n n o
u; T — Ul u? o — 2u” + Ul
A M RS o ke J i1 6.23
At i Ax? 1’ (6.23)
n+1 n r,,n n no
w; T —ul u? o — 2u” + Ul
J Jj o 4B-1 j+1 J j—1
4 =t 6.24
At i Ax? |’ ( )
" B (T QU? + ug‘_l .
' = atPTIAL |2 +ul, (6.25)

J AZI]’Q
Definindo 0 = atﬁ_lﬁ. Recaindo na mesma solucdo encontrada na eq.(6.19),

porém agora com um o diferente do anterior:

u?“ = (1 —20)uj +o(uj, +uj,). VneN (6.26)

Com a eq.(6.26), tem-se um esquema numérico explicito, onde a solugao no instante
de tempo n + 1, depende apenas das solugoes em passos de tempos anteriores. Fazendo

as simulacdes numéricas no software Matlab, obtém-se o seguinte resultado:

Grafico comparativo (beta=0,95) Grafico comparativo (beta=0,95)
' o ey R v - B ' —
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r
Temperatura (°C)

Solugdo numérica deformada |
Solugéo analitica deformada
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(a) N +1 = 50. (b) N 41 =100

Figura 6.3: Analise comparativa das solugdes numérica e analitica deformadas e a analitica
inteira, considerando o = 0,001m?/s, Ty = 20°C, t = 100s e 3 = 0.95.

Na figura 6.3, foi feito a comparacao das trés solucoes obtidas para o problema
de conducao de calor classico, que possui condicoes de contorno e condicao inicial. Note
que na figura 6.3a, utiliza-se apenas 931 pontos interiores, ja em 6.3b tem-se 1881 pontos
interiores. Chega-se a conclusao que, quanto mais pontos é considerado, mais precisa a
curva que representa a solucao numérica fica.

Duas curvas representam o problema 5.14, possuindo assim uma deformagao na
derivada temporal. A curva em vermelho é a nossa solu¢ao analitica deformada 5.24 e

a azul é a solucao aproximada feita pelo método de diferencas finitas 6.26. Note que
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a solucao analitica condiz aproximadamente com a numérica, mostrando assim que o
método DF, é satisfatorio.

Portanto, pode-se concluir que, mesmo com as derivadas deformadas embutidas
no nosso problema, é possivel aplicar métodos numéricos em nosso problema e obter uma
solucao que coincidem com a solugao analitica.

Outra observagao importante, é a diferenca explicita entre essas duas curvas, que
representam as solucoes deformadas, e a curva amarela, que representa a solucao analitica
inteira. Para o valor do parametro de deformacao escolhido, a diferenca de temperatura
ficou mais evidente.

Essa divergéncia, influencia no comportamento de muito fenémenos de natureza
complexa. Justificando assim o uso do calculo deformado em algumas situagoes. Para
determinar de fato, quando o uso do calculo deformado fornecera resultados mais precisos,
é necesséaria uma verificacado com base em evidéncias experimentais.

Mas é claro que essas conclusoes abrem caminhos para muitas outras pesquisas,
uma delas é qual o valor do parametro de deformacao que dever ser colocado em cada
caso. Nosso trabalho tem como um de seus objetivos expor a funcionalidade dos métodos
tradicionais, quando aplicados nesses problemas deformados. O aprofundamento de alguns
topicos terao que ser desenvolvidos em alguns outros trabalhos no futuro.

No momento, é possivel ainda visualizar por meio do graficos, que quanto mais
nosso parametro de deformagao fica proximo do valor 1, chega-se mais proximo da curva

analitica de ordem inteira (como ja foi mencionado nas andlises feitas no capitulo 5).

Grafico comparativo (beta=0,97)

Grafico comparativo (beta=0,99)

S
Temperatura (°C)
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Figura 6.4: Analise comparativa das solu¢des numérica e analitica deformadas e a analitica
inteira, considerando o = 0,001m?/s, Ty = 20°C, t = 100s, J +1=20e N + 1 = 100.

6.6 Modelagem numérica da equacao de Cattaneo-Vernotte classica

Considerando o problema 3.18. Onde T = u.
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0%u(x,t) 1 Ou(zx,t) a 0%u(z,t)

o1 o = oar 0 0<z <l
u(0,t) = u(l,t) =0, t>0, (6.27)
u(z,0) = Tysen (”T) , z € (0,1), .
Bu(z,0) =0, z € (0,1).

Inicialmente, discretizando a ECV, assim como foi feito anteriormente para ECCC
e ECCD. Para isso, serd usado os operadores de diferencas finitas progressivas 6.4 e
centradas 6.10 e 6.14.

u(z,t+At)—2u(z,t)+u(z,t—At) + 1 u(w,t+AY) —u(z,t)

2 T A o
a u(z+Az,t) A22(:(: t)—i—u(x Az t) ' (628)
T Az?

Com residuos da ordem de O(At) e O(Ax). A equagdo acima nos motiva a usar a

seguinte notacao para facilitar o entendimento.

n+1 n+1 n n n n
J 2U2 + U + 1 u] UJ — g uj+1 - 2u]2+ uj_l , (629)
At T At T Ax
AL | ul T —ul o [uly — 2ul + ul
ut _ J 2% | T+l J Jj—1
up T = 2uf F T = . A7 + At . { e ] : (6.30)
n+l _ n n—1 ?JrlAt ?At A o (¥ U;-L+1 2U? +u
uitt = 2ui — i — - + = + At - e , (6.31)
At At o [uly —2u) +ul
n+1 1 Z)l=(2+ _.n—1 At2 341 7 j—1 6.32
Y ( + T > ( T ) uj ujp ot T Az? ’ ( )
(2+ 2wl —ul ' 4 Ar*2 [—”?“ i“mf“] 1}
uitt = = . (6.33)
(1+2)

Com a eq.(6.33), tem-se um esquema numérico explicito, onde a solu¢ao no instante
de tempo n + 1, depende apenas das solugoes em passos de tempos anteriores. Fazendo

as simulagoes numeéricas no software Matlab, obtém-se os seguintes resultados:
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20 : 20 :
18 8
161 16
14 14
5) g
& s < 12
o e
2 =
F 10 g 10
(7] [
g g
@ 5 £ 8
- =
6 6
4 4
» ——— Solugdo numérica (=105 2 Solugio numérca t=10s
[ Solugéo analitica t=10s Solugio analitica t=10s
0 . 0 ‘
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x(m) x(m)
(a) 7 = 10s. (b) 7 =50s

Figura 6.5: Anadlise comparativa das solu¢oes numérica e analitica da equacao de
Cattaneo-Vernotte, considerando o = 0,001m?/s, Ty = 20°C e t = 10s.

Na figura 6.5, nas curvas considerando o ¢t = 10s, ¢ possivel visualizar que nos

graficos as curvas parecem ser iguais.

Comparagido solugdo numérica e analitica Comparagdo solugdo numerica e analitica

Temperatura (°C)
.
Temperatura {(°C)
(=2

——— Solugho numérica t=100s ——— Solugdo numérica t=100s

Solugo analitica t=100s

Solugdo analitica 1=100s

0 2 0
0 01 02 03 04 05 06 O0F 08 08 1 0 04 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x(m) x(m)

(a) 7 = 10s. (b) 7 =50s

Figura 6.6: Andlise comparativa das solugoes numérica e analitica da equacao de
Cattaneo-Vernotte, considerando o = 0,001m?/s, Ty = 20°C e t = 100s.

Para obter a curva referente a solugdo numérica na figura 6.5, foi considerado,
outra vez, J +1=20e N +1 = 20. Na figura 6.6, foi escolhido, novamente, N + 1 = 50,
vendo que o tempo considerado foi de 100 segundos.

A medida que é considerado esse valor para o tempo, uma pequena diferenca nas
solugoes aparece. Em valores de x proximos do meio da superficie, essa diferenca é um
pouco mais evidente, quando considera-se 7 = 50s.

Os graficos acima, deixam claro que o método escolhido (DF) é eficiente quando
comparado com a solugao analitica encontrada pela eq.(3.21). Nota-se também, que a
medida que o tempo aumenta, existe um pequena diferenca entre os graficos, que pode

ser facilmente resolvida, se o niimero de pontos interiores na discretizacao for aumentado.
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6.7 Modelagem numérica da equagao de Cattaneo-Vernotte deformada

Considerando o problema 5.49. Onde T = u.

=7 20t =aViu 0<z<l,

0 t>0
I’ ’ (6.34)

Antes de comecar a discretizacao, sera aplicada a propriedade 6, na equacao deformada.

(6.35)

- 60u+758_5 - 50u _02u’
g ot8 ot Ox?

ou 7 ou 1 0%u 0%u
P (1= = 6.36
o T E O Ty Gt e T Y (6.36)
Para facilitar a aplicacao do método de diferencas finitas, serd considerado v; =
8y =2 F(1= )t ey = %tQ_ZfB. Tem-se entao:
ou 0%u 0%u
=a—:, 6.37
(71+72)8t +73at2 a5 (6.37)
Substituindo as derivadas pelos operadores de diferencas finitas progressivas 6.4 e

centradas 6.10 e 6.14. Tem-se que:

(71 + 72) [u(m,t-l—AAti—u(a:,t)] + [u(:c,t-l—At)—QuA(;cz,t)—i-u(z,t—At)] _ s
a |:u(erAx,t)72u(:v,t)+u(mfo,t)i| ( ’ )
Ax? ’

Com residuos da ordem de O(At) e O(Ax). Reescrevendo a equagdo acima, de

maneira mais simplificada.

umt — s — 2uf 4 uj 1 ufyy — 2ul 4 uf
J J u; — j—1
= 6.39
(71 +72> At +73 Atg « |: Al’Q :| ) ( )
- 2u + u”
Yaul = 2yul + sl = —(y1 ) At (uf T — .)+aAt2{ ta N . 1}, (6.40)
T

— 2ui +ui
Aa:2 ’

Yl = 295l — sl — (1 ) At 4 (31 + ) Atu] + TAE { it
(6.41)
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U

n+1

(293 + (71 + v2) At)ul!

J

— y3u !+ WAL

Y T2y AU
o it e
Az

J

(73 + (71 + 1) At)

Y

(6.42)

Com a eq.(6.42), obtém-se um esquema numérico explicito, onde a solugdo no

instante de tempo n + 1, depende apenas das solucoes em passos de tempos anteriores.

Fazendo as simulagdes numéricas no software Matlab, obtém-se os seguintes resultados:
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Figura 6.7: Anéalise comparativa das solugoes numérica, analitica deformada e a analitica
inteira, considerando av = 0,001m?/s, Ty = 20°C, t = 100s e 3 = 0, 95.
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Figura 6.8: Andlise comparativa das solu¢oes numeérica, analitica deformada e a analitica
inteira, considerando a = 0,001m?/s, Ty = 20°C, t = 100s e 3 = 0, 97.
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Figura 6.9: Anéalise comparativa das solugoes numérica, analitica deformada e a analitica
inteira, considerando o = 0,001m?/s, Ty = 20°C, t = 100s e 3 = 0, 99.

Assim como nas subsecoOes acima, as curvas que representam a solu¢ao numeérica
deformada (6.42) e a solu¢do analitica deformada (5.74), estao bem proximas, principal-
mente quando 7 = 10s.

Nas figuras, 6.7, 6.8 e 6.9, foram feitas as comparacoes das trés solucoes obtidas
para o problema regido pela equacao de Cattaneo-Vernotte (3.18, 5.49, 6.34).

A curva em vermelho corresponde a solucao do problema na sua forma deformada
feito pelo método de separacao de varidveis. A curva em azul, é o mesmo problema de-
formado, porém ao invés de resolvido analiticamente, foi utilizado o método de diferencas
finitas, e assim obtém-se uma solu¢ao numérica.

Note que, como esperado a solucao analitica e numérica do modelo deformado,
tende a coincidir, a medida que é considerado mais pontos interiores.

A terceira curva presente nas figuras (em amarelo), corresponde ao problema de
Cattaneo-Vernotte, na versao usual. Ela possui uma diferenca maior em relacao as outras,
devido a escolha do parametro de deformacao. Porém, na figura 6.9 essa diferenca diminui
devido a proximidade do valor escolhido para 3 de 1.

Novamente o método numérico coincide com as solucoes analiticas encontradas,
e mostra que o calculo deformado pode nos fornecer resultados um pouco diferentes do
calculo usual. Algo que, quando comparado com dados experimentais, pode se ajustar

melhor a estes, fornecendo uma modelagem mais precisa de alguns fenémenos fisicos.
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7 CALCULO VARIACIONAL DEFORMADO

7.1 Calculo Variacional

Neste capitulo serd apresentado um método variacional capaz de obter as equagoes
de Euler Lagrange, que descrevem a dinamica de conducao de calor. O célculo variacional
classico nao permite tratar adequadamente sistemas nao conservativos.

Foi proposto funcionais de acao para um problema variacional, com derivadas de-
formadas embutidas na funcao lagrangiana L, permitindo lidar com sistemas conservativos
e nao conservativos. Esse formalismo abrange a mecénica quantica e classica, sistemas
complexos e teoria de campo.

Nessa abordagem, considera-se um sistema variacional que envolve derivadas defor-
madas locais, tais como a derivada conforme, a derivada de Hausdorff, a de Katugampola
ou ¢-derivada. Podendo assim generalizar o problema por uma lagrangiana que depende

também da maior ordem da derivada deformada.

7.2 Abordagem Variacional com derivadas embebidas

Foram usadas duas abordagens para encontrar as equagoes de conducao de calor
de Fourier e nao Fourier, cléssicas e deformadas.

A primeira foi proposta no trabalho [LEOPOLDINO et al., 2019], onde o autor
considera um problema variacional, com derivadas estruturais chamadas de Hausdorff,
que em alguns casos sao equivalentes a derivada deformada conforme.

Considerando um funcional com derivadas deformadas:
b
Il = [ Llwsy. Dl Dy DD s

O processo d-variacional é usual. Note que, no intervalo [a, b] o funcional e a forma
intervalar tem derivada deformada.

Para encontrar a equagao estendida de Euler-Lagrange, introduzindo a seguinte
equagao [-deformada no funcional J[y], e assim encontrar a condi¢ao para que J[y| tenha
minimo local.

Considerando um novo funcional deformado dependente do parametro €, e a va-

riavel dependente y(x):

y(a) =y (z) + en(z), (7.1)

Onde y * (z) é a funcdo objetivo, n(a) = n(b) = 0 e € é um parametro. Aplicando



as derivadas deformada e usual na eq.(7.1):

sDJy(x) =5 Dy * (x) + egDin(x), (7.2)
Dly(x) = Dyy * () + eDyn(x), (7.3)
6D (Dly(x)) =5 DJ(Dyy * (x)) + €D (Dyn(x)), (7.4)

onde ;D%n(z) = (v — 5)1*5&;—(;) e D! = % Usando a regra da cadeia e o processo

0-variacional relativo ao parametro, tem-se:

oL oL oL

7y ")+ 5oy Pan@) (s Dy) ,

OL
(s D= (Dky)) 4

Dgn(z) + D (Dgn(x)) (7.5)

A integracao por parte é realizada com a integral deformada de maneira similar
ao caso inteiro, e usando a condicao de transversalidade usual para um valor extremo.
Obtém-se que 6. = 0. Fazendo os devidos calculos, foi obtida uma versao estendida para

equacao de Euler-Lagrange.

oL
_ \l-B__ = =0
b B DR D1y

a—L—Dly( oL )—Dl [(m—a)l_ﬁa—L + D?

95(D7y)

(7.6)

Os célculos para obtencao da equacao acima (7.2), também foram expostos no
artigo submetido [LEOPOLDINO et al., 2019].

Uma outra abordagem que pode ser utilizada é considerando a opgao 1 do [WE-
BERSZPIL; HELAYEL-NETO, 2016], onde assumi-se: S-integral, ¢ usual, derivada de-

formada conforme embutida. Nesta abordagem sera utilizado uma densidade lagrangiana.
L = L(¢, D/, 0:9). (7.7)

Densidade lagrangiana: Em geral, é a funcao do campo, de suas derivadas
temporais e espaciais.

Principio Hamiltoniano: Este principio garante que a ac¢ao estacionéria com
relacao as variagoes infinitesimais dos campos, deixam os valores dos campos, nos instantes
iniciais e finais, invariantes, isto é: ¢(z,t1) = ¢1(x) e ¢(x,t2) = Po(x). Assim tem-se que
do(ty, ) = 0¢(ty, x) = 0. Por outro lado, limita-se o sistema, de modo que o deslocamento

dos pontos finais deve ser zero. Ou de outro modo, os campos se anulam na superficie,
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no infinito. Assim:d¢(x,t) = 0 para = —oo ou & = co. Considerando 65 = 0, tem-se:

5S = S[é(w, ) + (1) — So(x, )] = / o / " SLda (7.8)
Calculando 6 L.
oL AL, oL
TR 50+ 53,0 70() (79)
—_——

(1) (IT)
to
t1 ¢ ot a¢ fttf dt% (g_i) 6¢’
H/—/

A) o (7.10)

— dma% (a(giﬁ)) 09,

I dwa(a ) 5 (00) =

(B)

Pelo principio hamiltoniano, tem-se que A e B sao nulos.

05 = / o[ w55 (5) o (amg)) =0 0

Pelo lema fundamental do célculo variacional obtém-se versao estendida da equacao

de Euler-Lagrange para sistema continuo.

oL 0 (oL 0 oL
L)) e

Considerando agora que t — t°~1 na integral impropria de Riemann, tem-se:

si= [ " | asco.6.0.0) (7.13)
oL oL

§(D? §(8,0), 7.14

S0+ (Dﬁd))( 0)+ 505570 (000) (7.14)

J/

III

Como apenas o termo (/1) é diferente do caso anterior, refazendo as contas apenas

para este.

2 ac

3 p-1
5 a(Df¢)Dt (0p)t" " dt (7.15)
POL 150 s

/tl 8(ngb)t at(5¢)t dt (7.16)
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) oL b2 =29 oL
=i (o), |, i (o) @ T
t=2 ) oL
— 1-8 | 2 8—1
/ﬁ " {at (aw%))t ]dt (7.18)

t2 oL
= —/t D? [m] dts, (7.19)

Assim, tem-se:

5 = / s [ e G5 vk (a(%qﬁ)) o lama)) => 0

Pelo lema fundamental do cdlculo variacional:

%7 (spem) 7 (@) | = 2

A eq.(7.21) & uma outra versao estendida da equagdo de Euler-Lagrange.

Ao incluir campos independentes auxiliares na densidade lagrangiana, e seguindo
o mesmo procedimento variacional, obtém-se duas equacoes de Euler-Lagrange, uma para
cada campo. A lagrangiana proposta fica dependente dos campos e de suas derivadas,
incluindo o auxiliar.

Com os resultados de equacoes de Euler-Lagrange estendidas nesta segao, serao

propostas algumas lagrangianas e obter suas respectivas equacoes diferenciais parciais.

7.3 Equacgao de Condugao de Calor Classica

Pode-se mostrar que ¢é possivel obter a conhecida equacao de Fourier por meio do
calculo variacional deformado. Para alcancar isto, considerando a lagrangiana:
1 1

L= (DIT) - %(aVT)(VT), (7.22)

A equacao de E-L resulta em:

o*r  or 0*T

Agora considerando a — t, e assim, obtém-se a ECCC.

or O*T
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7.4 Equacao de Conducgao de Calor Deformada

Considerando a densidade lagrangiana representada com derivadas deformadas
temporais:

Lp=T'D!T +avVTVT*, (7.25)

A densidade lagrangiana proposta acima possui um campo de temperatura auxiliar
T, que nos fornece duas equagoes de EL. Note que a lagrangiana acima depende dos

campos e de suas derivadas. As equacoes de E-L 7.21 resultam em:

DT =aVv>T (7.26)

DPT* = —aVv*T* (7.27)

O sinal de menos no termo do lado direito pode ser interpretado como uma relacao
com a parte externa do sistema. Como o sistema é aberto, existe um fluxo de calor do
sistema para a linha de fronteira. Esse fluxo, por sua vez, vai para a regiao exterior da

fronteira.

7.5 Equacgao de Cattaneo-Vernotte

Assim como a ECCC, a ECV também pode ser obtida pelo processo variacional

deformado. Para isto, considera-se a lagrangiana abaixo:

1 | 1/ 0T oT
L= 5(‘1Dt T) — §<OCVT)(VT) + 5 (TE) (E) s (728)
A equacao de E-L 7.2 resulta em:
0*T 0T  oT o*T
=3 Tas A —(t—a)m5 = 2
oz Tom o T Wor =0 (7.29)

Fazendo a — t tem-se;
0*T n oT o*T
T—+ — =a—
ot? ot ox?’

Obtém-se entao a equacao acima, que ¢ a ECV.

(7.30)

7.6 Equacgao de Cattaneo-Vernotte Deformada

Nessa secao, foi obtido através do método variacional aqui proposto a equacgao
de Cattaneo-Vernotte deformada no tempo. Para encontrar uma equacao de Cattaneo-

Vernotte deformada, considerando a densidade lagrangiana abaixo:
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DT
Lp=7(D'T)(DIT*) — T*tT +TD/T* —a(VT)(VT), (7.31)

A equacao de E-L resulta em:

D’ DT + DT = av?°T. (7.32)

E para o campo complementar de temperatura.

D’ DT — DT = avAT™ (7.33)

Assim como na equacao de conducao de calor deformada, surge uma interpretacao
semelhante para o sinal de menos que surge no segundo termo do lado esquerdo. Estando
relacionado com a parte externa do sistema.

Mais uma vez, existe o fluxo de calor do sistema indo para uma regiao exterior da
fronteira, justificando assim o uso do sinal. Provavelmente, existem outras interpretacoes
do campo auxiliar e este sinal de menos. Mas, aqui o foco estd no equacao de Cattaneo-
Vernotte deformado pelo tempo, eq. (7.6).

Este capitulo foi de extrema importancia neste trabalho. Pois com o uso do célculo
variacional, foi possivel encontrar as equacoes deformadas abordadas em todas essa pes-
quisa. Sendo, até certo ponto, resultados inovadores, ja que se obtém as equagoes de calor
deformadas no tempo com uma abordagem variacional deformada, e nao simplesmente
colocando & mao as derivadas deformadas nas equacoes originais de calor.

Esse estudo, deu origem a uma contribuicao em um artigo, cujo titulo ¢ Discussing
the Extension and Applications of a Variational Approach with Deformed Derivatives, e
foi submetido este ano & revista Journal of Mathematics and Physics. Este artigo traz

diversos modelos fisicos, com suas equacoes obtidas através do método variacional.
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8 CONCLUSAO

8.1 Consideragoes

No capitulo sobre a teoria de Fourier para conducao de calor 2, inicia-se este
trabalho, com uma explanagao sobre a conducao de calor descrita pela lei de Fourier.
Apresenta-se algumas caracteristicas historicas e como a equagao de conducao de calor
classica foi proposta. Foram destacadas sua importancia e aplicagoes, assim como as
inconsisténcias existentes no modelo.

Ainda neste capitulo, apresenta-se as solucoes analiticas de dois modelos regidos
pela ECCC, resolvidos por meio de dois métodos diferentes. Foram fornecidos gréficos e
feito as interpretacgoes relacionando com a fisica do problema.

Apos destacar-se as falhas presentes na equacao proposta por Fourier, o capitulo
seguinte 3, aborda a teoria nao Fourier para condugao de calor. Foram explicitados trés
modelos, encontrados na literatura, que surgiram para sanar as inconsisténcias presen-
tes na ECCC. Com um enfoque maior no modelo de Cattaneo-Verotte, escolhido como
principal fonte de estudo para o trabalho.

Assim como a equacao de Fourier, o modelo também apresenta alguns problemas
fisicos, os quais foram feitos alguns comentarios, destacando situacoes onde o torna inca-
paz de fornecer um interpretagao completa e eficiente. Ainda no capitulo 3, apresentam-se
as solucoes analiticas de dois problemas regidos pela ECV, estas foram obtidas por meio
de dois métodos de solucao diferentes. Sendo que um deles, se baseou na aplicagao em
uma carne processada.

O capitulo 4, foi dedicado a explicacao do calculo deformado e sua motivacao.
Justificou-se o uso das derivadas deformadas em diversas situacoes, assim como, apresentou-
se diferentes tipos dessas derivadas deformadas e suas interpretacoes e conexoes. Apesar
da derivada deformada conforme ter sido escolhida para dar continuidade ao trabalho.
Foi observados nesta pesquisa, que esta possui uma intima relacao com a derivada de
Hausdorff, além de ser um caso especial da derivada deformada conforméavel geral.

Destaca-se também a g-derivada, proposta por Tsallis, que é muito importante em
mecanica estatistica, e que existe o interesse em aplicd-las nas ideias abordadas nesta
dissertacao, em trabalhos futuros.

As solugoes analiticas deformadas foram apresentadas no capitulo 5. Nele foram
abordadas todos os métodos utilizados nos capitulos anteriores, porém com a derivada
deformada conforme presente nas equacoes. Constatou-se que mesmo com a modificacao
da algebra do problema, o ferramental matematico utilizado anteriormente foi eficiente.

Foram realizadas as comparacoes graficas das solugoes analiticas deformadas obti-

das com as solucoes analiticas usuais, e constatou-se que ao serem escolhidos valores para



£ bem menores do que 1, os graficos apresentam variagoes maiores quando comparados
com a solucao usual. Fazendo as interpretagoes, conclui-se que em materiais com estru-
turas mais complexas, a conducao de calor ocorre com mais dificuldade, tratando-se de
um isolamento térmico.

Destaca-se ainda diversos exemplos onde esse estudo pode ser aplicado. Como para
verificar como ocorre a conducao de calor em materiais desgastados, corroidos, porosos,
com geometria irregular, fractais.

Para solidificar os resultados, o capitulo 6 expoe um método numérico para a
obtencao de um dos problemas regido pela ECCC, e de um dos problemas regido pela
ECV. O método computacional de diferencas finitas, forneceu resultados graficos, muito
semelhantes do encontrado pela solucoes analiticas. Tanto nos casos onde consideram-se
as equacoes na sua forma usual, quanto quando consideram-se as equacoes deformadas.

O capitulo 7, utiliza o calculo variacional para obter a equagoes abordadas por esta
pesquisa. Assim como nos capitulos 2 e 3, que foram obtidas as equacoes usuais de Fourier
e de Cattaneo-Vernotte, neste capitulo essas equacoes foram obtidas porém, através de
um método variacional. As equacOes na forma deformada também foram encontradas.
Fazendo com que nao fosse mais necessario introduzir as derivadas deformadas diretamente

nas equacoes usuais.

8.1.1 Consideragoes Finais

Nesta dissertacao, estudaram-se equagoes de conducao de calor em que as derivadas
foram deformadas para formas de operadores locais. Foram obtidas as solu¢oes analiticas
e numeéricas para as equacoes de Fourier e Cattaneo-Vernotte deformadas.

As solucoes analiticas encontradas para cada problema abordado, para a ECCC,
possuem interpretacao fisica.

No caso, da ECV, a primeira solucao proposta, que foi por solucao tentativa, apesar
de possuir resultados com interpretacoes fisicas distintas, pode ainda ser aprimorada,
através da mudanca das condigoes de contorno. Porém, a solucao encontrada pelo método
de separacao de variaveis, estd coerente e indica ser capaz de modelar o problema fisico.

A partir da releitura das equacoes que descrevem a dinamica de conducao de calor,
através deformacoes nas derivadas, os parametros de deformacao sinalizam a influéncia
nos resultados e solucoes.

Ao considerar-se o estudo de equacdes com derivadas locais deformadas, o pa-
rametro de deformacao possui a capacidade de captar caracteristicas da heterogeneidade
presentes em todo o dominio do s6lido considerado. Algo de extrema importancia, quando
trabalha-se com materiais porosos, corroidos, fissurados e/ou fractais, com geometria com-
plexa. Ao modelar-se sistemas complexos com os operadores de derivadas tradicionais, os

resultados podem nao descrever adequadamente, nos casos aqui estudados, a dinamica de
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conducao de calor.

Ao modelar as equacdes propostas usando a derivada deformada, chega-se a con-
clusao que, para os valores menores de (3, o material aparenta ser um pior condutor de
calor. Nesse contexto, varias aplicacoes sao possiveis, e uma delas é para verificar se um
determinado material estd degastado, e qual o nivel deste desgaste.

Foram escolhidos dois modelos, resolvidos analiticamente, para implementar com-
putacionalmente suas solu¢oes numéricas. Como nao foram fornecidos dados experimen-
tais, um modelo numérico faz-se necessario, para a validacao do resultados obtidos. Em
ambos 0s casos, as curvas obtiveram resultados bem proximos. Para obter uma precisao
maior, basta aumentar o niimero de pontos internos considerados.

Este trabalho fornece também, um método variacional capaz de lidar com sistemas
dissipativos. Com esse método foi possivel obter as equagoes de conducao de calor com
e sem derivadas deformadas. Solidificando a pesquisa, pois dessa forma, nao é mais
necessario que se coloque na "mao"as derivadas deformadas nas equacoes.

Além da obtencao pelo calculo variacional, o trabalho ainda apresentou outras duas
maneiras de obtencao dessas equacgoes deformadas, a primeira foi através da expansao
de Taylor deformada, que nos forneceu a equacao de Cattaneo-Vernotte na sua forma
deformada. A segunda foi por meio de integracao direta, com a substituicao do ntcleo de

integracao, neste caso, obteve-se uma equacgao da onda deformada E.

8.2 Trabalhos futuros

O estudo aqui realizado, no nosso entender, abre perspectivas futuras para o uso
do ferramental matemaéatico aqui apresentado. Nesse sentido, pode-se elencar algumas

possibilidades futuras e aprimoramentos. Dentre elas, é possivel citar algumas:

e O aprimoramento da solucao analitica tentativa da equacao de Cattaneo-Vernotte

deformada, sendo consideradas outras condi¢oes de contorno talvez;

e Uma aplicacao das solucoes analiticas obtidas neste trabalho em materiais industri-

ais, visando realizar uma espectroscopia térmica nesses materiais.

e O estudo de derivadas deformadas em equacoes de conducgao de calor nao lineares,

com o uso adicional de de métodos computacionais mais robustos.

e Uma aplicacao dos diferente tipos de derivadas deformadas na difusao em solos,
obtendo assim, através de dados experimentais, as solugoes que mais se aproximam

da realidade.

e Uso de outras derivadas deformadas, tal como a g-derivada, no contexto da mecanica
estatistica nao aditiva, para estudar os fendmenos de conducao de calor, dentre

outros.
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e A verificacao experimental dos modelos aqui proposto e outros. Uma possibilidade
¢ o uso desses modelos para a implementacao de espectroscopias térmicas mais

sensiveis, incluindo a carne processada.
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10 APENDICE



APENDICE A - SOLUCAO ANALITICA DA EQUACAO DE
CONDUCAO DE CALOR CLASSICA POR TRANSFORMADA DE
FOURIER

A.1 Introducgao

Neste apéndice, esta feito de maneira detalhada os calculos necesséarios para se obter
a solucao analitica do problema 2.12, através da aplicacao do método da transformada de
Fourier [DEBNATH; BHATTA, 2006].

Considerando um problema de conducao de calor em uma barra, isolada termica-

mente, homogénea e infinita.

OT(x,t) 02T (x,t)
5 = Qg2 , —00 <1< 00, (A1)
T(z,0) = f(x), —00 < & < 00.
A.2 Solucgao

Assumindo que a fungdo f é continua, limitada e integravel em todos os pontos.
Assim fazendo a TF, nas eqs.(A.1.1)

AT (w, ) = —4n%w?aT (w, ), (A.2.1)

A A

T(w,0) = f(w). (A.2.2)

Pode-se reorganizar a eq.(A.2.1) da seguinte maneira:

~

dT'(w,t)

Pl 1) = —4n’w adt, (A.2.3)
w?
Integrando a eq.(A.2.3),tem-se:

InT(w,t) = —4r’w?at + ¢, (A.2.4)

T(w,t) = Ce ™ et (A.2.5)

Utilizando a condi¢ao inicial (A.2.2), obtém-se:

T(w,0) = Ce ™0 — f(4), (A.2.6)

o que implica em que a constante de integracao C seja determinada como:



C = f(w). (A.2.7)

Substituindo a eq. (A.2.7) na eq. (A.2.5), obtém-se:

T(w,t) = f(w)e tm e, (A.2.8)

Para o proximo passo, que é a aplicacao do transformada inversa de Fourier (TIF),
é necessario saber dois fundamentos da transformada de Fourier.
Teorema da convolugao: Se F(w) e G(w) sdo transformadas de Fourier de f(z)

e g(z), entao a Tranformada de Fourier Inversa do produto F'(w)G(w) é:

h(z) = — / " @) (o — 7)dz, (A.2.9)

:% N

Transformada Inversa de Fourier de uma fungao Gaussiana: Funcoes na
forma

Gw) =e *". (A.2.10)

Onde o > 0 é uma constante, sdo chamadas de fun¢oes Gaussianas. A fungao g(z)

pode ser obtida através de TIF de G(w) como segue:

g(%)Z/ G(w)e‘i“tdw:/ O ) (A.2.11)

[ee] —00

O resultado desta integral é:

g(x) = \/ge?i. (A.2.12)

Retornando para eq. (A.2.8), com as informagoes acima, é possivel calcular a TIF

T(z,t) = % /_ b f(f)\/ge%‘a?z. (A.2.13)

Note que, se a condicao inicial for especificada como um impulso de Dirac, concen-

comao:

trado na origem, entao:

1 22

T(x,t) = ¢ ot (A.2.14)

Aot

Esta é a solugdo analitica da equacdo cléassica de condugao de calor [DEBNATH;
BHATTA, 2006].
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APENDICE B - SOLUCAO ANALITICA DA ECCC PELO METODO
DE SEPARACAO DE VARIAVEIS

B.1 Introducao

Neste apéndice, esta feito de maneira detalhada os calculos necessarios para se
obter a solucao analitica do problema 2.14, através a aplicacao do método de separacao
de variaveis [MICKENS; JORDAN, 2004].

oT(xt) _ 0%T(x,t)

5 = T 0<z<l,
T(0,t)=T(,t)=0 t>0;
(0.%) (,2) ’ (B.1.1)
T(x,0) = Tosen (’rl—x) x € (0,1);
Ti(x,0) =0, x € (0,1).
Onde, Ty é a temperatura inicial do problema.
B.2 Solucao

Para encontrar a solucao analitica, comecando pela adimensionalizagao o problema

acima.

u = %, r= % et= tl%. Usando a regra da cadeia, considerando [ = 1m e fazendo

algumas simplificagoes, obtém-se a seguinte equacao:

Bu({(,f) _ Q%u(XD) 0< X < 1:

) G

0,t) = 0;
w(0,2) =0; (B.2.1)
u(X,0) = senmX;
UE(X, 0) =0.

Pode-se reescrever a equacio acima da seguinte maneira: u(X,t) = > 7 ¥, (X) ().
Aplicando a separacao de variaveis surgem os dois problemas:
o) 4y, (X) =0 0< X < 1;
¥n(0) = ¢u(1) = 0; (B.2.2)
(X)) = senmX.

¢n(0) = To; (B.2.3)

Resolvendo o problema B.2.2. Tem-se uma EDO que possui a seguinte solucao:

Y (X) = Cicos(y/7X) + Casen(\/7X);



Aplicando as condigdes de contorno tem-se a solucao: 1,(X) = Cysen(\/7X);,
nota-se que Cj ¢ arbitrario, logo sen(,/7) = 0, entdo \/y = nw

Usando a condi¢ao ¢,(X) = sen(rX). Logo Cysen(nnX) = sen(nX), para que
essa igualdade seja satisfeita é necessario que Cy, = 1 e n = 1. Entao a solugao espacial

do problema B.1.1 é:

PY(X) = sen(nX). (B.2.4)
Resolvendo o problema B.2.3, tem-se que:
1 de®) _
ot !

o(f) = Cre™%; Aplicado a condicio de contorno. obtém-se:
o(f) = e (B.2.5)

Entao substituindo as equagoes (B.2.4) e (B.2.5) em (B), a soluc¢ao analitica para

a equacao de conducao de calor classica, por separacao de variaveis, ¢ encontrada.

w(X,?) = sen(nX)e ™" (B.2.6)
Voltando para forma adimensional, obtém-se:
T(x,t) = Tysen(wa)e ™ . (B.2.7)
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APENDICE C — SOLUCAO ANALITICA DA ECV PELO METODO DA
SOLUCAO TENTATIVA

C.1 Introdugao

Neste apéndice, esta feito de maneira detalhada os calculos necessarios para se
obter a solugao analitica do problema 3.15, através a aplicacao do método da solugao
tentativa [CHOL et al., 2016].

92T (1)

prl) 4 120t — 220G 0 < g <,
7(0,0) = T, (C.1.1)
T(1,0) = Ti.

Onde, T}, e T; sao as temperaturas impostas nos contornos.

C.2 Solucgao

Buscando uma solucao analitica para o problema envolvendo a equacao C-V, foi
proposta uma possivel solucao que envolva as varidveis x e t, pois o perfil de temperatura

depende tanto do tempo quanto do espaco. Assim, uma solucao tentativa poderia ser

T(x,t) = Aee. (C.2.1)

Onde A, a e b sao constantes arbitrarias, com a unidade de medida m ™! para a e s~! para
b.

Substituindo a solucdo tentativa, dada pela a eq. (C.2.1) na eq. (3.9). Fazendo as
devidas derivacoes, obtém-se as equacoes abaixo:

T (zt) ax bt
o Abe e,

0T (x, azx
% = Ab?e*e, (C.2.2)
9 ggi) — Aa2€axebt.

Substituindo esses resultados, na eq.(C.1.1), resulta em

1
ABee 4 = Abevett = £ AqZerelt, (C.2.3)
T T

Dividindo a eq. (C.2.3) por Ae®e”, tem-se:

b
P2+ - = a?. (C.2.4)
T T

Fazendo uma andlise dimensional da eq. (C.2.4), com o objetivo de verificar sua



consisténcia dimensional.

(s~ = [T—;} [m=2],
[s72] + [s72] = [&], (C.2.5)
[s72) +[s7%] = [s7%]

Note que como a homogeneidade dimensional é mantida, entdo a eq. (C.2.4) é dimensio-
nalmente consistente.

O valor da constante b pode ser encontrado a partir da eq.(C.2.4), pois como
tratando-se de uma equacao quadratica, as raizes dela podem ser encontradas usando a

formula de Béaskara. Assim, tem-se as possibilidades para a contante b:

b — — 14/ 5 +42a?

2 ’ (C.2.6)
by — —r—y/ sz tata?
2= 7 2

Fazendo também a andlise dimensional em b; ou by, percebe-se que conservam a
unidade de medida s7!, logo os resultado para b sao validos.

Pode-se reescrever a eq.(C.2.1), da seguinte maneira:

1 a 1 «
T(x,t) = Ae®e—3 |2V 7270 | omay/rpHana? (C.2.7)

Para que a eq. (C.2.7) seja considerada de fato uma solu¢do para o problema
(C.1.1), ela deve satisfazer as duas condi¢oes de contorno expostas. O uso dessas condi-
cOes serd util para encontrar as constantes envolvidas na solucao proposta. Aplicando a

primeira condi¢ao de contorno:

T(0,0) = Ae®e?(e® 4 %) = Ty, logo (C.2.8)
A= % (C.2.9)

Aplicando a segunda condicao de contorno:

T
T(1,0) = ?he“lebo(eo + €") = T;, deste modo obtém-se (C.2.10)
T; .
e = T e assim (C.2.11)
1. T
= -—In—- C.2.12
= nTh, ( )

Pode se verificar através de uma analise dimensional que a eq.(C.2.12) atende

a0 requisito imposto quando a possivel solucao foi proposta, mantendo sua unidade de
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medida m~!.

Encontradas todas as constantes, substitui-se as eqs.(C.2.9), (C.2.12) e (C.2.6) na
eq.(C.2.1):

2 2
_t 1 4afly, Ty _t_ g A ygafl, T
T T+t\/7_2+4T{llnTh} T t\/72+4r{llnTh
h e 2 + e 2

5 : (C.2.13)

T,

T =m % _L+£\/L+4g 1, T2 _L_L\/L_Mg 1, TP
T(ac,t):?e’ N, e 272 2 T{l Ty, Te 21 2\ 27771 Th} 7 (0.2.14)

Reescrevendo as exponenciais como uma multiplicagao de poténcias de mesma

base.

P @ 3 2 o4 i 2
T(x,t) = %e?m?z {6_;65\/712+4T{%IHTT’1} R e Y } (C.2.15)

c 1A . _t
Colocando em evidéncia o termo e~ 27, tem-se:

i t e i 2 t [ i 2
T(x,t) = %e?ln;ﬁe; {62\/T12+4T{}1n§h + 6_5\/%2+4?{%1n%} } . (C.2.16)

A eq. (C.2.16) é a solugao analitica para o problema envolvendo a equagao de
Cattaneo-Vernotte.
Interpretacao alternativa

Fazendo:

f— e%\/7i2+4%{%ln%’;}2. (C.2.17)

¢ 1 af1q, T2
. e*é\/ﬁ*“?{TlnTTL} ‘ (C.2.18)

Ao implementar uma comparacao de f; e fs, nota-se que com o passar do tempo
a contribui¢ao do segundo termo para a solugao se torna quase nula.

Com o grafico das curvas acima, nota-se que f? vai se aproximando cada vez mais
de zero, quando assumi-se valores maiores para o tempo. Com isso, ao serem somadas as
curvas f! e f2, a segunda curva praticamente nio altera o valor da primeira.

Assim a figura 10.1, deixa claro que, o termo f> tem contribuicdo minima para

a solucao final, podendo ser descartado. Por consequéncia a solucao analitica para o

97



Analise das equagbes f1 (the fR[t]
g9 ! T T T T T
f it

£t
[RCER]

=]

£ o =1} -~
T T T T

Temperatura (°C)

]
T

]

|

] 05 i) 15 2 25 3 35 4
Tempo (t/tau)

Figura 10.1: Analise do comportamento das fun¢oes, considerando o = 0,001m?/s |
7 =155, x = 0,5m, T; = 20°C e T}, = 50°C" .

problema proposto se torna mais simples.

z i —t t4/= o ,nﬂ 2
T(x,t) = %elln;heﬁe;\/:ﬁ‘lf{}l ) : (C.2.19)
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APENDICE D - SOLUCAO ANALITICA DA ECV PELO METODO DE
SEPARACAO DE VARIAVEIS

D.1 Introducao

Neste apéndice, esta feito de maneira detalhada os calculos necessarios para se
obter a solucao analitica do problema 3.18, através a aplicacao do método de separacao
de variaveis [MICKENS; JORDAN, 2004].

92T (x,t)

e | 100 _ 02T <
T(0,t) =T(l,t) =0, t>0, (D.1.1)
T(x,0) = Tysen (Z£), xz € (0,1), a
9 (z,0), z € (0,1).

D.2 Solucao

Para simplificar os célculos que serao realizado, adimensionalizando o problema

acima. Para isto, ¢ necesséario fazer as seguintes substituicoes:

u:%, Xz% e G—t(l2>

Obtendo assim o seguinte problema admensionalizado.

69—'—0603_%’ —0<X <1,
0) =u(l,0) = 0
(0,6) = u(1,6) =0, >0 Do)
uw(X,0) = sen(rX), X €(0,1),
u(X,0), X €(0,1),

Onde 19 = 73z, e sabendo que [ = 1. Usando o método de separagao de variaveis.

= Un(X)n(0). (D.2.2)

Obtém-se assim dois problemas:

Eb0 = 39, (X), —0< X <1,

(X)) = sen(nrX), (D.2.3)
%(0) = ¢n<1) =0.

2
m#%@+“n = —16n(6), >0,

$,(0) = 1, (D.2.4)

dén(0) _
- = 0.



Para resolver o problema D.2.3, substituindo v,(X) por y, e assim obtém-se a

seguinte equacao caracteristica:

y=—v y=+v=7, (D.2.5)

Existem trés casos para ser analisados:

1 : v <0, a equacao possui duas raizes reais diferentes.

Un(X) = Cre¥ 7 4 Coe VX, (D.2.6)

Aplicando as condi¢oes de contorno ¥,,(0) = 0 e 1,,(7) = 0. Encontra-se C; = Cy =

0, uma solucao trivial.

2 1 v =0, a equacao possui duas raizes reais iguais.

Un(X) = CreV ¥ 4 CrXe VX, (D.2.7)

Aplicando as condigoes de contorno ¢,(0) = 0 e ¥, () = 0. Encontra-se C; = Cy =

0, uma solucao trivial.

3 . v >0, a equacao possui duas raizes complexas.
Y (X) = Creos(y/7X) + Casen(/7X), (D.2.8)

Aplicando as condig¢oes de contorno ,(0) = 0 e 9, (y) = 0. Encontra-se C; = 0,
porém Cy # 0 e sen(,/7) = 0, logo /7 = nm. Note que a solucao do problema, 2.1

fica:

Yn(X) = Casen(nnX), (D.2.9)

Porém usando a condigao ¢,(X) = sen(nX), tem-se que Cysen(nmX) = sen(nX),

logo n =1 e ¢y = 1. Assim a solucgao final para o problema 2.1:

P(X) = sen(nX). (D.2.10)

Agora resolvendo o problema D.2.4 sabendo que n = 1. Pode-se propor ¢(f) = e

como uma possivel solugao. Substituindo no problema obtém-se:

 —1£ 1 —drn?

27'0

p (D.2.11)

Semelhantemente ao que foi feito anteriormente, é possivel analisar trés casos:
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1 :1—47mm? > 0, com isso obtém-se 75 < ﬁ, considerando ﬁ = 7., tem-se 79 < T,

Reescrevendo a eq. (D.2.11):

-1 T/ Te — To

p= , (D.2.12)
27'() T0
Para simplificar considera-se w = “—T’, logo a solugao neste caso para o problema

2.2 pode ser escrita da seguinte maneira:

1 1

$(0) = Crel#5+)0 4 cpel-7o o (D.2.13)

Aplicando as condi¢oes de contorno para encontrar os valores das constantes, obtém-

se:

_ To+ 27w

C D.2.14

! 4’7’0&) ( )
21w — Tp

[ —— D.2.15

2 47’0&) ( )

Substituindo na eq.(D.2.13) e fazendo os devidos calculos matematicos, conclui-se

que:

o(0) = e 3 \j% + cosh(wl)|, para 7o < Te. (D.2.16)
— 47

2 1 1 —471ym? = 0, consequentemente para este caso 7p = 7., a solu¢ao neste caso para

o problema 2.2 pode ser escrita da seguinte maneira:

1

6(0) = Crel 77?4 Cypel 75 (D.2.17)

Aplicando as condicoes de contorno para encontrar os valores das constantes, encontra-
seCi=1eCy= % Substituindo na eq.(D.2.17):

o(0) = e[_%} [1 + i} , para Ty = Te. (D.2.18)
2TQ

3 : 1—47ym? < 0, de maneira anéloga é encontrado 7y > 7., a solucio neste caso para
? )

o problema 2.2 pode ser escrita da seguinte maneira:

o(0) = C’le[*%]cos(uﬁ) + C’ge[*%]sen(uﬁ) (D.2.19)
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Aplicando as condicoes de contorno para encontrar os valores das constantes, obtém-
se, 1 =1 e Cy = 72— Substituindo na eq.(D.2.19):

ow "

%

¢(9)=e[7ﬁ} cos(wh) + sen(wb)

V1T —drn?| |’

Tomando as solucoes encontradas pelas equacoes D.2.10, D.2.16, D.2.18 e D.2.20,

para Ty > Te. (D.2.20)

a seguinte solucao final adimensional para o problema é obtida:

u(X,0) = sen(ﬂX)(f%@, (D.2.21)
cosh(wh) + 222D para 14 < T,
\/1—4‘1'071'27 ¢

6 = 1 + 2L;07 para Top = Te (D222)

sen(wb)

cos(wh) + et para Ty > T,

Reescrevendo D.2.21 e D.2.22, de maneira dimensional tem-se:

T(x,t)= Tgsen(wx)e_;%o@. (D.2.23)
cosh(wta) + 220 - parg 1 < 7,
\/1—47’07r2’ ¢

O=q1+3%, para 7="1 (D.2.24)

¢
cos(wtar) + %, para  Tp > Te
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APENDICE E - OBTENCAO DA EQUACAO DE ONDA DEFORMADA

E.1 Introducao

No capitulo 7, foi utilizado calculo variacional com derivadas deformadas para
encontrar a ECVD. Neste apéndice nosso objetivo também serd obter uma equacao de
Cattaneo-Vernotte deformada, porém serd usado um caminho bem diferente do anterior.

Sera utilizado a técnica de integragao direta juntamente com a mudanca de ntcleo.

E.2 Integracao Direta

Considerando a equagao obtida no capitulo 3, através da reescrita da lei de Fourier,

adicionando o tempo de relaxacao térmico 3.3:

0q(z,1t) k(’?T(a:, t)'

t =— E.2.1
q(@,t) + 17— e (E.2.1)
Multiplicado-a pelo fator integrante er e dividindo-a por T.
0q q t k t
Lo 4+ Ler = —ZVTer. E.2.2
8756 + Te - e ( )
0, ¢ k ¢
—(e7.q) = —=VTer. E.2.3
ple7a) = ——VTe (E2.3)
Integrando a equacao no intervalo ¢y a t.
¢ 0 t t k t
/ —(er.q)dt = / ——VTerdt'. (E.2.4)
1o Ot o T
Obtém-se:
t to ko[ N
erq(z,t) —er .q(x,tg) = —= | VT (x,t")erdt’. (E.2.5)
T t()
Reorganizando a eq.(E.2.5).
e E [* etf,
q(z,t) = —.q(z,tg) — —/ VT (z,t')—dt'. (E.2.6)
er T to er
—(t—tg) ¢ 5 ==th
gz, 1) = e 7A@ F i VT e T gy (E.2.7)

Note que se 7 — 0o com é finito, tem-se:

q(z,t) = q(x, tg) — é/t VT (x,t)dt'. (E.2.8)



Fazendo uma mudancga de ntcleo do integrando através do nticleo de poténcias de

cauda longa, essa nos garante que:

q(z,t) = _T(kﬁ) /t (t — T)B_I%VT(T)CZT. (E.2.9)

Logo fazendo a mudaga, a eq.(E.2.8) se transforma em:

q(z,t) = kK /t(t — 7)P7IT(1)dr. (E.2.10)

T tO
Usando o teorema fundamental do calculo tem-se que:
wDYq(x,t) = —kVT. (E.2.11)

Aplicando o operador nabla na eq.(E.2.11):
Vi, Dl g(x,t) = —kVT. (E.2.12)

Substituindo a equagao da continuidade (3.6), na eq.(E.2.12), tem-se:

T
DY (—pcaa—t> = —kV?T. (E.2.13)
T _ k0T
o2 pcdx?’

Foi encontrada uma equacao de onda.

(E.2.14)

(t = to)

Também é possivel substituir na eq.(E.2.12), a equacdo da continuidade deformada
V{§= —pcy, DIT.

W D? (—pc tonT) = —kV?T. (E.2.15)

k
wD?P W DIT = EVQT. (E.2.16)

Assim obtém-se uma equacao da onda deformada.
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